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Anotace

PredloZeny ucebni text je zpracovan pro studenty Fakulty strojni a Fakulty aplikovanych véd
ZépadoCeské univerzity v Plzni. Mohou slouZit jako podklad pro pfedmét Mechanika 3, ale
CasteCné i pro pfedméty Matematicka teorie kmitani a Vypoctové metody mechaniky. Pro
zvladnuti obsazené latky se predpoklada, Ze Ctenaf ma zékladni znalosti z dynamiky
hmotného bodu, dynamiky tuhého télesa a kinematiky. Tento ucebni text obsahuje nékteré
specialni partie z problematiky rotacniho a sférického pohybu, pro ktery byl pouZit dudlni
popis pomoci Eulerovych a Cardanovych Ghli. Kapitola Zéklady analytické mechaniky
obsahuje nékteré plvodni myslenky zejména pro vyuZziti principu virtualnich posunuti pro
systémy popsané vys$im poctem zobecnénych soufadnic neZ je pocet stupiid volnosti.
Vysledky tohoto pristupu jsou srovnavany s vysledky ziskanymi aplikaci Lagrangeovych
rovnic smiseného typu. V celém ucebnim textu je striktné pouzivan maticovy zapis, a proto
jsou kromé vySe zminénych znalosti od Ctenafe také vyZzadovany zakladni znalosti
maticového poctu.
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1. Dynamika rotac¢niho pohybu télesa

Na obr. 1.1 je znazornéno rotujici téleso. Pevny soufadnicovy systém je oznaCen X, Y, z,
zatimco soufadnicovy systém pevné spojeny s rotujicim télesem je oznacen &,7,< .
\

A
y

Obr. 1.1

Osa &, kterd je totoZna s pevnou 0sou X, je osou rotace, se kterou jsou kolinearni vektory
uhlové rychlosti w a Ghlového zrychleni a. Zavedeme-li konstantni matici setrvacnosti
télesa, musi byt tato matice vyjadiena v soufadnicovem systému pevné spojeném s timto
télesem. V jinych soufadnicovych systémech by matice setrvacnosti byla obecné funkci €asu.
V systému &,7, ¢ mé tato matice tvar

I§’ —D&?, _D§§
‘]&7{: _D§77’ |77’ _D77§ : (1.1)
_D§§’ _D77§’ Ié

Z dynamiky soustavy hmotnych bod(l a ze zakladni dynamiky télesa vime, Ze moment
hybnosti mGzeme vyjadrit ve tvaru

L =Jw, (1.2)

kde w=[w, 0,0]" je vektor vysledné Ghlové rychlosti. Zde je tfeba si uvédomit, Ze oba
Cinitele na praveé strané (1.2) jsou vyjadreny v soufadnicovém systému &,7,¢, i kdyZ vektor
w ma v obou systémech stejné soufadnice. Hybnost télesa miiZzeme vyjadrit ve tvaru

H=mv, =mwxr,, (1.3)

kde v, je vektor rychlosti stfedu hmotnosti télesa. Z obr. 1.1 je zfejmé, Ze vektor hybnosti
s rotaci stale méni svlij smér. Kinetickou energii mGzeme vyjadFit podle zndmého vztahu



1

E, =-w'L, (1.4)
2

coz jesté s ohledem na (1.2) mdZeme piepsat do tvaru

E = %mTJw. (1.5)

Setrvacné Gcinky plsobici na rotujici téleso jsou tvoreny jednak setrvaénymi silami D, a D, a

jednak setrvatnym momentem M, viz obr. 1.1. Pro ziskani téchto veliCin si pfipomenme

nékteré dllezité zakladni vztahy z dynamiky soustav hmotnych bodd. Prvni vztah je
charakterizovan 1. integralni vétou o zméné hybnosti v integrélni resp. v diferencialni formé

t
H-H, :Ith resp. H=F, (1.6)
0

kde H je celkova hybnost soustavy hmotnych bodd (v nasem pripadé télesa viz (1.3)) a F je
vyslednice vnéjsich sil plisobici na téleso. Druhy vztah je charakterizovan integralni vétou
0 zméné momentu hybnosti v integrélni resp. v diferenciélni formé

L-L,=|Mdt, resp. L=M, (1.7)

O —y

kde L je celkovy moment hybnosti soustavy hmotnych bodl (v naSem pripadé télesa viz
(1.2)) a M je vysledny moment vnéjSich sil a momentl (Pokud presouvame vnéjsi sily do
jediného plsobisté, je treba pripojit prislusné momenty podle zakladnich vét statiky). Dale si
pripomenime d'Alembertlv princip, podle kterého jsou v rovnovaze vnéjsi a setrvacné ucinky.
To mlzZeme vyjadrit dvéma vztahy

F+D=0, M+M, =0, (1.8)
kde D je vysledna setrvacna silaa M je vysledna setrvacna dvojice (moment). S ohledem na
(1.8) mlizeme prepsat druhé vztahy v (1.6) a (1.7) do tvar(

D=-H, Mg =-L, (1.9)

pro tyto veli¢iny chdpané jako nahrada ve stfedu hmotnosti nebo v pevném bodé (v nasem
pfipadé pocatku soufadnicového systému). Vyslednou setrvacnou silu dostaneme podle (1.9)
s ohledem na (1.3) ve tvaru (hmotnost pfedpokldddme konstantni)

D=-mv,=-m(a,+a,)=D, +D,, (1.10)
kde
a,=l,|=ea?, w=|w|, (1.11)
resp.

a =[a=ea, a=

jsou normalné resp. te€né zrychleni stfedu hmotnosti télesa a

D,=—-ma,, resp. D, =-ma, (1.12)

je prislusna norméalna resp. te€na setrvacna sila. Znovu pfipomenme, Ze obé setrvacné sily
plsobi v pocatku souradnicového systému. Smér setrvacnych sil je ziejmy z obr. 1.1. Nyni se



vratme k druhému ze vztahl (1.9), podle kterého vyjadfime setrvaény moment. Podle tohoto
vztahu dostaneme vektor setrvacného momentu derivaci momentu hybnosti podle ¢asu. Je
v8ak tfeba si uvédomit, Ze tato derivace musi probéhnout ve stacionarnim soufadnicovém
systému. Vzhledem k faktu, Ze moment hybnosti (1.2) je vyjadfen v soufadnicovém systému
pevné spojeném s rotujicim télesem, prepiseme druhy ze vztah( (1.9) do tvaru

M, =—I'_=—I'_|§”§—co><L, (1.13)

—I'_|§77§ vyjadfuje derivaci momentu hybnosti vyjadfeného v rotujicim soufadnicovém

Vv /s

systému &£n¢ podle Gasu. Tento vztah vysvétlime nejjednodus$sim zplsobem asi takto: Vektor
a vyjadfime pomoci soufadnic pevného soufadnicového systému xyz popsaného bazi i, j, k a
pomoci soufadnic rotujiciho soufadnicového systému &rd popsaneho bazi e, e,, e,.

a=a,i+aj+ak=ae +ae,+ae;. (1.14)

Jestlize obé strany posledni rovnice derivujeme podle Casu a uvédomime-li si, Ze bazoveé
vektory i, j, k jsou konstantni, dostaneme

ai+aj+ak=ae +ae +a,e, +ae, +ae,; +ag;. (1.15)

Casovou derivaci jednotkovych vektorl e, e,, e, dostaneme vzhledem k jejich konstantni
velikosti podle jednoduchych vztah(i

e, =wxe, 1=12,3, (1.16)

z nichZ po dosazeni do (1.15) plyne

ai+aj+ak=ae +ae,+ae; +wx(ae +ae,+ae,) (1.17)

a

Vztah (1.17) pak snadno pfepiSeme do maticoveho tvaru

a=al, +wxa, (1.18)

ktery dokazuje platnost (1.13). Dosadime-li do (1.13) z (1.2) dostaneme

I§w - Iéa 0 - Iéa
2
L=|-D,w| My =| D, |- Déza)2 =|D,a-D, 0" | (1.19)
2 2
— Dga) Dga — D&?a) Dga + D&?a)

PFiklady na rota¢ni pohyb
Priklad 1.1

Na obr. 1.2. je zndzornéna obru€ ve tvaru kruznice o poloméru r, ktera ma hmotnost m . Tato
obru€ je spojena se zakladem Ctyfmi pruznymi loukotémi, které jsou na jedné strané vetknuty
do zékladu a druhy konec maji vetknuty do obruce. UrCete vlastni frekvenci torzniho kmitani
obruce s malymi vychylkami, je-li zanedbana hmotnost loukoti a tlouStka obruce.

Dano: m, r, E-modul pruznosti loukoti, J-moment setrva¢nosti pricného priifezu loukoti k ose
prochéazejici tézistém prirezu loukoté a kolmé na nakresnu



Obr. 1.2

Regent:
Vzhledem k faktu, Ze obruc rotuje kolem hlavni centralni osy setrvacnosti, vymizi setrvacné
sily D,aD, (e=0). Ze setrvatného momentu (1.19) zdstane nenulova jen slozka
odpovidajici ose rotace —I.c. Pro strucnost zapisu vynechame index &. Prvnim dkolem je
urcit tuhost k jedné loukoté. Zatizime-li nosnik, jehoz konclim je zabranéno v natoceni podle
obr. 1.2, dostaneme vztah pro prihyb a pFislusnou tuhost ve tvaru
Fr? 12EJ

= =k=——.

12EJ r
Pro malé vychylky je mozné priihyb loukoté na konci vyjadrit pomoci Ghlu natoceni celé
obruce ve tvaru w =r¢. Moment vratnych sil mizeme vyjadrit ve tvaru

(1.20)

M, = 4kwr = 4kr’p. (1.21)
Dosadime-li do posledniho vztahu za tuhost (1.20), mame

48EJ

M, (1.22)

Moment setrvacnosti obruce je vzhledem k zanedbani jeji tloustky mozné vyjadfit ve tvaru

| =mr?. (1.23)
Z momentové podminky dynamické rovnovahy a ze vztahu « =¢ dostdvame pohybovou
rovnici torzniho kmitani obruce

... 48EJ]

mreg + p=0. (1.24)

Vydélme celou rovnici mr? a dostaneme

48EJ

mr?3
\_ﬁr_J
Q2

P+ =0, (1.25)




z CehoZz plyne vztah pro vlastni frekvenci torzniho kmiténi obruce ve tvaru
Q=,/48E3‘]. (1.26)
mr

Priklad 1.2

Na obr. 1.3 je znazornén tuhy prut 3 rotujici konstantni uhlovou rychlosti @, kolem osy &.

Jeden jeho konec je spojen sférickou vazbou s ¢lenem 2 a druhy konec je spojen nehmotnym
vldknem délky b se zakladnim rdmem. NaSim Ukolem je urcit Ghel vykyvnuti ¢ a v pfipadé

dosazeni maximalni hodnoty ¢, urcit silu ve viakné.

Obr. 1.3

Regen:
Ze setrvaCnych sil (1.12) je nenulova jen odstrediva sila

2
D, = m'zwo sin @ (1.27)

n

a ze sloZek setrvaného momentu (1.19) je nenulova jen slozka
My, =D, ;. (1.28)

Oba tyto setrvacné ucinky jsou v obr. 1.3 vyznaceny cCervenou barvou. Pro vypocet
setrvacného momentu (1.28) je tfeba urcit deviacni moment D,, . Z obr. 1.4 snadno dojdeme

ke vztahu (predpokladéme, Ze ty¢ je homogenni a prismatickd)



Obr. 1.4

tm ml?
D,, = .[Tuzsin pcospdu = Tsin @COS Q. (1.29)

0

Nejdfive budeme pfedpokladat, Ze Ghel vykyvnuti leZi v intervalu
90, ) P =arcsin IE (1.30)

Podminky dynamické rovnovahy maji tvar

A.+mg =0,

B+A,+
0

2

m'za’o sin =0, (1.31)

2
%sin PCosp @, —mg %sin @+BVI*-b* =0.
0

\—_W——J

Dy

Z prvni rovnice (1.31) plyne, Ze svisla reakce zistava konstantni a ma hodnotu A, =-mg.
Z druhé rovnice je mozné vypocitat reakci A avSak aZ na zakladé znalosti Ghlu ¢. Proto je
tfeba nejdfive Fesit tfeti rovnici, ktera po Upravé dostane tvar

2
sin ¢[I%c03¢—gj =0. (1.32)

TakZe mohou (ale nemusi) existovat tato FeSeni:

a)sinpg=0=¢=0, 7, (1.33)
kde feSeni sin @ =7 odpovida nestabilni rovnovaze a navic neleZi v poZadovaném intervalu
daném délkou vlakna, takZe jej nebudeme brat v Gvahu. Dalsi FeSeni ma tvar

2
b) I%COS¢—%=0:>COS¢= 3 : (1.34)

2
2l




39
2
0

viak nezéporny, takZe nas zajima jen otdzka, zda neni vétsi nez jedna). PakliZe tato hodnota
padne do jmenovaného intervalu, miizeme psat

avsak toto FeSeni nemusi existovat, vyjde-li hodnota

mimo interval (-1, 1) (zlomek je

@ = tarccos 392 : (1.35)
2l
Ze vztahu (1.34) plyne zajimavy zavér. Je-li uhlova rychlost otaCeni mald, avSak nenulova,
uhel vykyvnuti zdstava nulovy az do kritické hodnoty Ghlové rychlosti ( 2?92 =1=cosg@.)
23

/3
Oy = 2—? (1.36)

V pripadé, ze uhel ¢ by vySel Vé&tsi nez ¢ . :arcsin% je tfeba v rovnicich (1.31)

respektovat nenulovou nezndmou hodnotu reakce B a za doposud nezndmou hodnotu ¢
dosadit ¢_ . ReSenim soustavy (1.31) pak jsou vazebni reakce A, A aB.

10



2. Dynamika sférického pohybu télesa

Sféricky pohyb je definovan tak, Ze jeden bod zminéného télesa je trvale v klidu. Podivejme
se nejdfive na problém z hlediska kinematického. Téleso v prostoru m4 6 ° volnosti-3
nezavislé posuvy a 3 nezavisla natoCeni. Jestlize jeden bod znehybnime, odpadnou 3 posuvy
(odebereme 3° volnosti) a télesu zbyvaji 3 nezavislé rotace. Tyto rotace mohou byt popsany
rlznymi zplsoby. Jednim z nejpouzivanéjsich zpdsobl jsou Eulerovy Uhly [1].

Vyuziti Eulerovych uhli

Na obr. 2.1 jsou znazornény tyto uhly, pomoci nichz popiSeme sféricky pohyb télesa
obecného tvaru.

z=z
¢ = AN ) .
v n= y\\\
¢ )
y\\
9
y\
v
y
9
[0}
. \IIS. £ = L
£ =
Obr. 2.1

Predpokladejme, Ze téleso je pevné spojeno se souradnicovym systémem &7¢ , ktery byl
nejdfive totoZny se pevnym soufadnicovym systémem xyz a do své aktudlni polohy se dostal
postupne:

a) pootocenim okolo osy z o Uhel y (Uhel precese)

b) pootocenim okolo osy x' = x" o thel 9 (thel nutace)

c) pootodenim okolo osy & =z" =z" o (hel ¢ (thel vlastni rotace)

Casové derivace téchto GhlG (pFislusné ahlové rychlosti) odpovidaji jednotlivym rotacim
z nichz je sféricky pohyb sloZen. Budeme-li chtit vyjadfit moment hybnosti a kinetickou
energii télesa obecného tvaru konajiciho sféricky pohyb, je vhodné vyjadrit tyto veliCiny
v systému ¢&nd , protoZze matice setrvacnosti télesa je v tomto systému Casové nezavisla.

11



(Kineticka energie je prostorovy invariant-skalar, takZe nezavisi na prostoru, ve kterém ji
vyjadfujeme). Vektor vysledné Ghlové rychlosti vyjadreny v soufadnicovém systému
&nd resp. Xyz ma tvar

9cosg + yrsin sin o 9cosy + ¢sin Isin
W, =|ysingcosp—dsing |,  resp. w,, =|Isiny — gsin cosy |. (2.1)
@+ oSG W + ¢CoSY

Matice setrvacnosti télesa J, . jiz byla vyjadrena v prvni kapitole ve tvaru (1.1). Moment
hybnosti vyjadfime ve tvaru analogickém (1.2)

L=J:,0., (2:2)
a hybnost ve tvaru analogickém (1.3)
H=mv;=mw,,  xr;. (2.3)

Na tomto misté je tfeba pfipomenout, Ze obé posledni vektorové veli€iny jsou vyjadreny
pomoci slozek v soufadnicovém systému &r¢ . Podobné jako v prvni kapitole mizZeme

vyjadrit kinetickou energii ve tvaru
1

1

.
E = E"‘)ML = E"‘);y;‘] e Wene - (2.3)
Setrvacné ucinky urcime opét podle vztahu (1.9) a (1.13)

D=-H, Mg =-L, (2.4)
Mg =-L=-L],  -oxL. (2.5)

Tyto vztahy nebudeme pro jejich komplikovanost dopocitdvat a omezime se zde na rotacné
symetricka télesa, ¢imz se celd metodika trochu zjednodusi.

Vyuziti modifikovanych Eulerovych Ghli [2]

Vzhledem k tomu, Ze téleso kond vlastni rotaci kolem osy symetrie £, jsou si rovny momenty
setrvacnosti

l.=1,=1. (2.6)

VSechny deviacni momenty jsou rovnéz nulové, takze matice setrvacnosti je diagonalni a ma
tvar

=J'=/0, I, 0], (2.7)

kde jsme symbolem 1, oznaCili osovy moment setrvacnosti télesa k ose symetrie. V takovém
pfipadé neni nutné zavadét matici setrvacnosti odpovidajici souradnicovému systému &nd
ale postaci tuto matici vyjadfit v "dvoucarkovaném" systému x", y", z", protoZe pootoenim
0 Uhel ¢ se matice setrvacnosti nezmeéni. Pak pFislusné Ghly nazyvame tzv. modifikovanymi
Eulerovymi uhly, které jsou zndzornény na obr. 2.2.

12



Obr. 2.2

Vektor vysledné Ghlové rychlosti mize byt pak vyjadren v "dvoucarkovaném" soufadnicovém
systému ve tvaru

9
W, = wsing |. (2.8)
@+ cos Y

Budeme-li chtit vyjadFit setrvatny moment podle vztahu (2.5), je tfeba si uvédomit, Ze pohyb
"dvoucéarkovaného" souradnicového systém vici zékladnimu ramu neni popsan vektorem
uhlové rychlosti w,,. , ale

9
Q" =| ysin 4. (2.9)
¥/ C0S G

Tento systém se neotaci rychlosti ¢ vici nehybnému zékladnimu ramu. Vyjadfime tedy
moment hybnosti v dvoucarkovaném systému

\\ \\
L'=J,,0, =J"0,,. (2.10)
Pro vypocet setrvatného momentu je tfeba derivaci momentu hybnosti provést podle vztahu
My =-L=-L"-Q"xL". (2.11)
Hybnost vyjadfime ve tvaru

H=mv, =mQ" xr,, (2.12)

13



zatimco kinetickou energii ve tvaru

1 T \\ 1 T 1 T \\
E, :E"‘)ML :Ew§n§‘]§ﬂ§w§ﬂ§ :E‘”éng‘] W ¢ - (2.13)
VSechny vektorové a tenzorové veli€iny (matice setrvacnosti je vlastné tenzor) jsou vyjadreny
pomoci sloZek v "dvoucarkovaném®™ soufadnicovém systému.

Poznamka:

Tenzor je matematické vyjadreni jisté veliiny, jez podléha transformaci soufadnic v zavislosti
na soufadnicovém systému. Tenzor nultého Fadu je skalar, ktery je invariantni vici zméng
soufadnicového systému. Tenzorem prvniho Fadu je vektor, ktery podléha tenzorové
(vektorové) transformaci (transformace se provede pronasobenim daného vektoru
transformacni matici). Tenzor druhého Fadu miZeme vyjadrit jako soustavu soufadnic ve
tvaru matice. Transformaci Ize provést pronasobenim transformacni matici zleva a matici k ni
transponovanou zprava. Pro tenzory vysSich Fadu jiz transformaci nelze popsat pomoci
maticového poctu, ale je tfeba vyuZit indexovou symboliku [3].

Po provedeni naznacenych operaci dostaneme

19

L"=J",, =| lysing | (2.14)
I,(@+ycos9)

E, :%[w'h Ly ?sin® 9+ 1 (¢ + yrcos 9 ) (2.15)

[ — 191 pysind—(1, —1)y*sin 9cosd |

M
M, =-L" - Q" xL" =| - lyysin 9— 21y dcos 9+ | @3 + | yrdcos | (2.16)
Mg,
— 1, (¢ + 7 cos 9 yrJsin 9)

Vyuziti Cardanovych uhli

Jako alternativu k popisu sférického pohybu pomoci Eulerovych (nemodifikovanych) thld si
budeme prezentovat popis pomoci Cardanovych Uhld. Predstavme si, Ze soufadnicovy systém
X, Y, Z naobr. 2.3 se dostane do obecné polohy pomoci tfi nezavislych rotaci.

a) rotace kolem osy z o Uhel

b) rotace kolem osy x' o uhel 9
c) rotace kolem osy y" o Ghel ¢

14



z" 3
v
¢
— W\
=z n=y" ="
é =y =
3
»
v
y
\II -
x 9
¢
x\ = x\\ E_' = x\\\

Obr. 2.3

Modifikované Cardanovy uhly pro rotacné symetricka télesa zde specialné zavadét nebudeme.
Jen je mozné konstatovat, Ze by se shodovaly s modifikovanymi Eulerovymi Ghly, avSak osa

vlastni rotace by byla totozna s osou symetrie télesa 7 =y". Podle obr. 2.3 nyni mlizeme
napsat vektor vysledné thlové rychlosti vyjadfeny v soufadnicovém systému &, 7, £ pevné
spojeném s pohybujicim se télesem ve tvaru

9cos g —y cosIsin @
W, = @+wsin 3 . (2.17)
W C0SJCOS + Jsin ¢

Matice setrvacnosti ma tvar 1.1. Specialné pro rotacné symetrické téleso s osou symetrie
n=y" ma tato matice tvar

I, 0, 0
Joe=3"=10, 1, 0], (2.18)
0, 0 |

kde vyznam uvedenych symboll byl vysvétlen v souvislosti se vztahy (2.6) a (2.7). Moment
hybnosti ma v pfipadé symetrického télesa tvar

| (9cos g -y cos gsin p)
L' =J,,w,, =30, = l(@+ysing) | (2.19)
| (7 cos Icosp + sin @)
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Setrvacny moment mizeme vyjadFit podle vztahu (2.16), tj.
M, =-L" - Q" xL", (2.20)
Po dosazeni dostaneme

"1, (@47 cos 9cos g + 2 sin 9cos cosg + pJsin ¢ + yrJsin Isin p)— |
— 1(Jcosg — 7 cos Isin g+ 2yrsin Isin g + yr? sin Icos 9cos )

M. - |0(¢+I/ISIn 8+y/3c033) _ (2.21)

—1,(p9cosg + yrdsin 9cosp — pyr cos Isin ¢ — y7? sin Ycos Isin p)—
-1 (y/ C0S 3C0S @ — 2p7:9sin $C0S @ + 2 sin Fcos Isin @ + Jsin (p)

V tomto pfipadg, kdy se jedna o rotané symetrické téleso s osou symetrie 77 =y", miizeme
dosadit do (2.21) @ =0 a vSechny setrvacné cinky pak jsou vyjadfeny v "dvoucarkovaném®
soufadnicovém systému viz obr. 2.3. To odpovida zavedeni modifikovanych Cardanovych
ahla.

PFiklady na sféricky pohyb
Priklad 2.1

Valeni kuzZelového pastorku 3 po nehybném kuzelovém kole (viz obr. 2.4) je kinematicky
vynuceno rotaci unaseCe 2 kolem vertikalni osy o, konstantni Uhlovou rychlosti «,,.
Stanovte kinetickou energii a setrvacné Gcinky plsobici na komoly kuzel o hmotnosti m.
Vrcholovy thel pastorku je g. Dano: m, rg, g, 1, |, @, =konst.

Vyuzijte vztahu
— 19— 1 gyrsin $— (1, —1)y?sin 9cos S
Mp =L — Q" x " =| - lyysin 9— 21yr9cos I+ |, (¢ + yrdcos ) |
—1,( + 7 cos 9 —yJsin 9)
Regeni:
Povrchova primka, na které dochazi k dotyku fidicich kuzell, je vlastné okamZitou osou
vysledné rotace, protoZze ve vsech jejich bodech ma kuzel 3 nulovou rychlost. S ohledem na

skute¢nost, Ze je zadana Uhlova rychlost ¥ =, , miZzeme dopocitat i druhotnou Ghlovou
rychlost

P =0y, = 0190, (2.22)

Protoze 9 =90°=konst., ¢ = @,, =konst. a y = konst., dostane setrvatny moment tvar

16



— 1 gyrsin

Mo= 0| (229
0
O N
5 2 g

«— V¥V Dy = e )
& )

1
N

Obr. 2.4

Tento vyraz se nazyva gyroskopickym momentem, ktery také miZzeme vyjadfit pomoci
vektorového vztahu (setrvatny moment v tomto konkrétnim pripadé neobsahuje jiné Cleny)

M, =M =1 ¢x|. (2.24)

Odstredivou silu mizeme vyjadFit ve skalarnim resp. ve vektorovém tvaru (soufadnice jsou
vztazeny k ,,dvoucarkovanému soufadnicovému systému*)

0
D, =mr,w}, resp. D,=| 0 | (2.25)

n

—Mmrg 0)221
Priklad 2.2 [4]

Reste pohyb bezsilového setrvagniku viz obr. 2.5, tj. setrvacniku, na ktery neplisobi Zadné
vneéjsi silové Ucinky. Tzn., Ze vlastni tiha je v rovnovaze s reakci v podpore, ktera je umisténa
ve stfedu hmotnosti setrvacniku. Setrvacniku byla v Case t=0 udélena Uhlova rychlost
w(0) = w,.

Podle véty o zméné momentu hybnosti v diferencialni formé¢ (L =M) plyne, Ze

L =0= L = konst. To znamena, Ze vektor momentu hybnosti ma konstantni smér i velikost.
Ani jedno vSak zatim nezname. Zavedme nejdfive soufadnicovy systém &, 7, ¢ tak, aby osa
¢ byla totoZzné s osou symetrie setrvacniku, osa » aby leZela v roviné o dané osou ¢ a
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nositelkou Uhlové rychlosti w a soucasné kolméa na osu ¢ a aby osa & byla na obé osy kolméa
a soucasné tyto tfi osy tvorily pravotocCivy soufadnicovy systém.

Obr. 2.5

Vychodiskem feSeni je rozklad vektoru Uhlové rychlosti w do dvou sloZek, tj. do osy ¢ a osy

precese dané nositelkou L. Opét je tfeba pFipomenout, Ze tento rozklad je jenom mysleny,
protoZe osu precese (nositelku L) zatim nezname. Proto je nejdfive tfeba dokazat, Ze vektor L
leZi také v roviné o . V soufadnicovém systému &, », £ vyjadfime matici setrvacnosti resp.

vektor uhlové rychlosti ve tvaru

I, 0, O 0
L\ _

Jge=3"=10, 1, 0}, 0, =0o,| (2.26)
0, 0, I, @,

Vektor momentu hybnosti vyjadiime podle znamého vztahu

0

L' =3, =| lo, |, (2.27)

l,o,

ze kterého je zfejme, Ze vektor momentu hybnosti ma skute¢né sloZzku ve sméru osy &
nulovou, takze lezi v roviné n¢. Nyni si pfipomerime vztah (2.14), ktery ma tvar

19
L' =3, =| lysing
I,(@+ycos9)
Srovnanim obou poslednich vztahi plyne, Ze
L. =14=0= 9= =konst. (2.28)

Z obr. 2.5 a ze vztahu (2.14) je také ziejmé, Ze
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L, =lysing =Lsing = L=1ly. (2.29)
Ze srovnani (2.14) a (2.17) a s ohledem na (2.28) také plyne

w, =ysin g, @, =@+ CoSY,. (2.30)
ProtoZe L" = konst. = L = konst., kde L je velikost vektoru momentu hybnosti L" a miizeme
psat

L.

l//=|—=l//0. (2.31)

Srovnanim ¢ -ovych sloZzek vektoru L vyjadfeného pomoci vztahl (2.27) a (2.14)
dostaneme

L, =Lcosd, = 1,(p+ycoss,) (2.32)

z ¢ehoz plyne s ohledem na (2.31)

P Lcosd, —I|Ol//0 cosd, _ 197,C08, I— |/, €08, _ [II__le./O cos s, (2.33)
o] o] 0

Z posledniho vztahu je zfejmé, Ze obsaZzena zavorka bude rozhodovat o vzajemném smyslu
mezi vlastni rotaci ¢, a precesi y,. Bude-li hodnota zavorky zaporna (1, >1), pak je
znaménko vlastni rotace rozdilné od znaménka precese a hovofime o protibéZzné precesi (za
predpokladu, Ze 9, je ostry uhel). V opatném pripadé se jednd o soubéznou precesi.
Shrneme-li ziskané poznatky dostaneme =49,y =y,, ¢ =¢,. Protoze y je znamy Ghel
(poloha ¢ a vektoru Ghlové rychlosti wje zndma), mizeme ze vztahl (2.30) a y vyjadrit
uhel 4 . Pomér slozek o, a @, je dan znamym dhlem y a tento pomér je funkci hledaného

hlu 9, . Takze miZeme po dosazeni (2.33) za ¢, psat

tgy="2=_ Yo% __Lg 199 -t (2.34)
@y @ty c088, | I,
Jak je zfejmé, Ghel y zOstava také konstantni. Z posledniho vztahu vypocitame thel 9. Ze

sinové véty a z obr. 2.6 vypocitame 7, podle vztahu

Obr. 2.6
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5|n(7z—l90)=5|r.1;/ — v =, s_ln;/. (2.35)
@, 7/ sin g,
Posledni vztah jesté mizeme prepsat s ohledem na vztah

tg9.9,

sing = 9% (2.36)
V1+tg29,
do tvaru
W, = o, siny =w \/ﬁcoszy+sin2y (2.37)
" Psing V2 '

Po dosazeni (2.34) do vztahu (2.33) pro ¢, dostaneme

sing, (I, tgd LI, Ltgy I, I
I

0

(2.38)

Budeme-li respektovat pocate¢ni podminky @(0)=0, 9(0)=49, w(0)=0, pak snadno
dostaneme zavislost jednotlivych Uhld na Case

2

w(t) = w,t I—°C0527/+Sin27, o(t) = w,tcosy 1-te) (2.39)
Tk |

Z poslednich vztahl je ziejmé, Ze bezsilovy setrvacnik je schopen se pohybovat rovnomérnou
rotaci a precesi pfi konstantnim Ghlu nutace.

Priklad 2.3

Urcete setrvacné Gcinky plsobici na hlaveni kanénu o hmotnosti m a délky I, ktera soucasné
vykonava unaSivou precesi odpovidajici Ghlu azimutu (odméru) w a nutaci (ndmeéru)
popsanou Uhlem elevace 9. Hlaver pokladame za Stihlou prismatickou ty€. Provedte vypocCet
pomoci Cardanovych thl(.

Na obr. 2.7 je znazornén model hlavné kandénu a jeho popis pomoci Cardanovych uhlu.
Uhlova rychlost vlastni rotace, kterd lezi na ose 7 je nulovd (¢ =0 ) a odpovidajici thel
rotace polozime také rovny nule tzn., Ze @ =0. Polozime-li ve vztahu (2.21) ¢ =0, ¢ =0,
dostaneme pro setrvatny moment vztah

(I, — 1)y?sin 9cos$— 1.9
My =| —I1,(7sin9+ydcosy) | (2.40)
(21 =1, )yr9sin 9— 17 cos &
Pro urCeni vysledné setrvatné sily je tfeba urCit zrychleni stfedu hmotnosti. Je-li tyc¢
prismaticka a homogenni, leZi jeji stfed hmotnosti v poloviné délky. ProtoZe jde o soubézné

rotace kolem rliznobéznych os, miizeme vektorové séitat Ghlové rychlosti. To dokaZzeme podle
obr. 2.8.

20



Podle Pythagorovy véty plati

rdg:\/r2d e +ridd. (2.41)

Celou rovnici kdyz vydélime rdt , dostaneme
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(2] (22 - dores i

dt dt
Z posledniho vztahu plyne, Ze vyslednou Uhlovou rychlost ziskdme vektorovym souctem
dil€ich dhlovych rychlosti. Akceleracni poméry budou trochu komplikovanéjsi. Abychom
zachovali obecnost pfikladu, budeme predpokladat nenulova uhlova zrychleni v a 9. Pro
strucnost oznaCme r =1/2.

= A

A

Obr. 2.9

Oznacime-li radiusvektor stfedu hmotnosti r,, miZeme podle obr. 2.9 psat

—rcosgsiny r 9sin 9sin i — ryr cos dcosy
Iy =| rcosdcosy |, Ve =F =|—rJsin 9cosy — ryrcosgsiny |, (2.43)
rsin 9 r$cos g

rdsin gsiny +r.4? cos 3siny + 2r 9y sin 9cosy — r 7 cos 9cosy + ryr? cos 9sin
as =| —rdsin 9cosy — ré cos Fcosy + 2r 9y sin gsiny — ryy cos 3siny — ryr? cos 9cos y
rdcosd—rg®sin g

(2.44)

K tomuto vysledku mizeme pfijit také rozkladem vysledného sférického pohybu na unasivou
precesi 21 reprezentovanou Ghlem y a druhotnou nutaci 32 reprezentovanou Uhlem 9. Pak
piSeme

31=32+21,

Vg =V, +V,, Vgp =T9, V, =rycosd,

ay =ag, +a, +4a., (2.45)
kde
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Ay =Qpyy Ty, Ay =8y &y, 8 =20, XV, Wy =y K. (2.46)
Jednotlivé veliCiny maji velikost
a, =ry?cosd, a, =rycosd, a,, =r$, a, =rd, a =2rygsins, (2.47)

a smeér, ktery je zfejmy z obr. 2.10

z

A=

Obr. 2.10

Vektorové tyto veliciny mizeme zapsat ve tvaru

ry° cosgsin i — Iy cos$cosy r$?cosgsin i
a,,, =|—ry?cosgcosy |, a,, =| —rycosgsiny |, a,, = —rg*cosgcosy |, (2.48)
0 0 —r$*sin 9
r gsin 9sin 2r dyrsin $cosy
a,, = | —rdsin dcosy |, a, =| 2rJysin gsiny |. (2.49)
r9cos g 0

Vektorovym souctem téchto péti zrychleni dostaneme zrychleni stfedu hmotnosti hlavné
kanénu ve tvaru (2.44). Vysledna setrvacna sila, ktera plsobi ve stfedu sférického pohybu
bude rovna

D=-ma, =—m(a,, + @, +8, +a4 +a.)- (2.50)

Poznamka:

Smér Coriolisova zrychleni je dan vektorovym souCinem a_, =2w, xV,,, kde w, =y a
v, =9, jak uZ bylo uvedeno.
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A=

Obr. 2.11

JesSté je tfeba pFipomenout, Ze prsty pravé ruky pri vektorovém ndasobeni ukazuji smér
nasobenti, tj. od w,, do v,, a palec ukazuje smér ,,vysledku* tzn. vektorového soucinu.

Priklad 2.4

Jako dalsi priklad si uvedme rotujici tyCku, jejiz ustalenou rotaci jsme feSili v pfikladu 1.2.
Nyni budeme fesit jeji pohyb jako neustéaleny, takze se bude jednat o sféricky pohyb. Na
obr. 2.12 je znazornéna tyCka 3, ktera je pres rotacni vazbu spojena s nehmotnym c¢lenem 2,
na ktery plsobi konstantni moment M. Z obr. 2.12 je zfejmé, ze ¢(0)=0, ¢(0)=0, tzn.,
odpada vlastni rotace tyCky okolo své osy. NaSim Ukolem je sestavit pohybové rovnice,
pomoci nichZ by se numericky pohyb fesil.

Déano: 1, 1, M,, w(0)=0,(0)=0, $(0)=, (maly), $(0)=0.

Souradnicovy systém zvolime tak, Ze osu symetrie tyCky ztotoZznime s osou ¢, osu &
umistime tak, aby nutace, pomoci niz prejde osa precese do osy vlastni rotace, leZzela na
ose £. Treti osu #n doplnime tak, aby soufadnicovy systém &, 7, ¢ byl pravotoCivy.
Pohybové rovnice budou 2 momentové podminky k osém &a 77, coz miiZzeme vektorové
zapsat ve tvaru (Slozkové podminky rovnovahy by slouzily k vypoctu reakci v zavésu, takze
je vynechame)

M+M, =0. (2.51)

Po rozepsani dostaneme
. . .
mg—sin $+ 19+ (1, — 1) y*sin $cos$ =0,
95 (l,-Dy (2.52)
M,sin $+ ly7sin 3+ (21 — 1, )y9cos 9 =0.
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Obr. 2.12

Rovnice (2.52) mizeme prepsat do maticového tvaru

M(a)d(t) = p(a.q), (2.53)
kde
| .
Il 0 9 _mgLsin9— (1 — 1>
M(q)z[o . lg]qz[ } p(q,q)={ mg25|n3 (I,- Dy sm&fcos&l (2.50)
l v —M,sin 9—(21 - 1,)yd

Tuto soustavu nelinearnich diferencialnich rovnic neumime feSit analyticky, proto jediny
zplsob vhodny pro feseni této soustavy je numericka integrace. Pokud budeme chtit vyuzit
standardni proceduru v MATLABuU -0de23 nebo ode45, je tfeba provést jistou Upravu.
Uvedené procedury jsou vhodné pro feSeni maticové diferencidlni rovnice s pocatecni
podminkou ve tvaru

x(t)=f(x,t), x(0)=x,. (2.55)

Pro dosazeni tvaru (2.55) pfidame k rovnici (2.53) trivialni identitu

M(g)q(t)—M(a)a(t) =0 (2.56)

a obé rovnice mlzeme zapsat v kompaktnim maticovém tvaru

[ 0 M(q)}[q(t)} _[o 0 }[g(t)} _ [p(q,q)} 057
M@ 0 M) [0 M(a)lal) 0
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ktery prepiSeme do tvaru
A(x) x(t)-B(x) x(t) = c(x), (2.58)
vyznam symbold A(x), B(x), c(x) je zfejmy z predchozich dvou vztahd. VSechny tyto
veli€iny jsou funkci stavového vektoru
q(t)}
x(t)=[_ . (2.59)
q(t)
rovnici (2.58) prevedeme do tvaru (2.55) jednoduse tak, Ze ji vynasobime M™(q) zleva a
dostaneme
X(t) = A (X)[BX)X(t)+c(x)], x(0)=X,. (2.60)
f(x,t)

Pokud dosadime konkrétni hodnoty

2
m=1kg, 1=0.5m, |=%, |, =1/20, 4, =0.01, M, =10 Nm

dostaneme vysledky, které jsou znazornény na obr. 2.13-2.16. Nejdfive jsou znazornény
zobecnéné vychylky 9(t)aw(t) a nasleduji zobecnéné rychlosti d(t)a y(t).

Theta (t)
2
1.8
o TR ARG A~ o~m]
1.4
1.2
T 1
0.8 ‘
|
0.6 |
0.4 J,J
)
0.2 /'
0 /
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cas [t]
Obr. 2.13
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Obr. 2.16

ProtoZe je tyCka nebrzdéna a odpor prostfedi je zanedban, je zfejmé, Ze limitni hodnota
vykyvnuti (Ghel 9) musi byt z/2 =1.5708, coZ obr. 2.13 jasné ukazuje. Take rychlost nutace
9 se s ustalenim Ghlu na konstantni hodnoté bliZi k nule, coZ ukazuje obr. 2.15

Priklad 2.5

Pfi brouSeni potrubnich svarl kona brusny kotou¢ sféricky pohyb viz obr. 2.17. Uhlova
rychlost vlastni rotace @, je dana otdCkami rucni brusky n=7000 ot/min, zatimco uhlova

rychlost precese je d&na konstantni rychlosti stfedu brusného kotouce po obvodu potrubi
v, =0.2 m/s. Uhel nutace je trvale 90°, takZe Ghlova rychlost a zrychleni nutace jsou nulové.

Urcete setrvacné G¢inky plsobici na brusny kotou¢ a G¢inky na ruku délnika, ktery s bruskou
pracuje. Primér potrubi je D =2R=0.75m.

Redeni
Zavedeme osy podle obr. 2.17. Rychlost precese ur¢ime podle vztahu

A
=-9%=—-0-05333rad/s. 2.61
V=" (2.61)

Déle ur€ime rychlost vlastni rotace kotouce

9=, =§”—0=733.0383 rad /s. (2.62)

28



Obr. 2.17

Setrvacné sily zanedbame, protoze v, je mald a konstantni, takze odstrediva sila bude také

mala a te¢nd setrvacna sila bude nulovd. Z komponent setrvatného momentu je nenulovy jen
gyroskopicky moment, ktery vyjadfime ve tvaru

Mg =l @,y = 0.0977 Nm. (2.63)

Priklad 2.6

Reste pohyb té7kého setrvacniku pomoci
a) Eulerovych modifikovanych ahl
b) Cardanovych Ghli

Predpokladejme, Ze Uhlovéa rychlost vlastni rotace setrvatniku ¢ je konstantni a mnohokrat
vys3i, neZ Ghlové rychlosti precese a nutace ¢ =@, >>y7,.$. Déle budeme predpkladat, Ze

zména Uhlu nutace je malg, takZe Uhel nutace mizeme vyjadFit jako soucet konstantni slozky
a malé perturbace

3= +A4, AF<<] sinF=sin,. (2.64)

a) Na obr. 2.18 je zndzornén tézky setrvacnik, jehoZ poloha je popsana pomoci
modifikovanych Eulerovych Ghld.
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Odpovidajici pocatecni podminky jsou:

t=0,y(0)=0,y(0)=0, p(0)=0, 9(0) = @,, 9(0)= 9, = 37” 9(0)=A9(0)=0, A%0)=0.
(2.65)
12 = Z\
Y
(p' — 'Z\\
v P 4
Ko -
- - A
. "A// 5 - — ,“, » y
/ =5 v
‘ /’////’/" ) / y'
~9 y
mg Py
/ | . v B )
PN
x/ 3
g v
x =x" Y y\\

Obr. 2.18

Momentové podminky k osam x"“a y", které pro zkraceni zapisu oznatime £az zapiseme
ve tvaru:

My, —mgrs =0,

2.66
M,, =0. (2.66)

Momentovou podminku rovnovahy k ose ¢ nepiSeme, protoZe zde je zadana kinematicka
podminka ¢ =, =konst. Tyto podminky pfepiSeme ve svétle vztahu (2.16) a za
predpokladu sin ¢ =sin g, = -1, ¢ = @, dostanou tvar

| AS— | wpyr = —mgr,,

. (2.67)
Ly + 1 A9 =0.

b) Na obr. 2.19 je znazornén stejny setrvacnik, jehoZ poloha je tentokrat popsana pomoci
Cardanovych Ghlu.
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Obr. 2.19

Odpovidajici pocatecni podminky jsou:
t =0, w(0)=0,y(0)=0, (0)=0, ¢(0) = w,, 90)=9 =0, 90)=AY0)=0, AJ(0)=0.
(2.68)

Oznalime-li pro struénost zapisu &£=x", n=y", £ =z", budeme psat momentové

podminky k osdm &a ¢, které maji tvar

M. —mgr, =0,

MDf_Ogs (2.69)
D¢ — VY

Po dosazeni za slozky setrvaéného momentu z (2.21) kam z divod( osové symetrie mizeme
polozit ¢ =0, dostaneme

| A9— | oy = —mgr,, (2.70)
17 + | ,wpA$ = 0.

Srovname-li posledni dvé rovnice s (2.67) vidime, Ze jsme dospéli ke stejnému vysledku.
K feSeni pouzijeme metodu Laplaceovy transformace. OznaCime nejdfive Laplaceovy obrazy

T=L{AS}, P=L {y} (2.71)

a aplikujeme na soustavu (2.70) Laplaceovu transformaci. Potom piSeme
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1
Ip*T + 1 @, pP = —mgr, —,
p [¢] Op gSp (272)

Ip*P — 1@, pT =0.

Na pravé strané prvni rovnice vyraz 1/ p je obrazem jednotkového skoku, ktery vyjadfuje, Ze

tihovy moment zacal plisobit v ¢ase t=0. ReSenim soustavy dvou algebraickych rovnic
v obrazech dostaneme

— mgrg

Ip(p? + Q?)’

P:—Ioa)omgrS 1 .
|2 pz(p2+Qz)

Ve vztazich (2.73) jsme oznaCili

(2.73)

2
o =to ¢ (2.74)

[

Regeni rovnic (2.70) ziskame zpétnou Laplaceovou transformaci vztah( (2.73) ve tvaru

_mgrg
1Q?

W= —%(t —isin Qtj.
l,, Q

A8 =

(1-cosQ),
(2.75)

Priklad 2.7
Mg, =IV )4 “\W.\A Mg, = o(i)xg
C )
¢
a8
‘MG1=Io¢x‘i’ I ‘\9. \Ii 9 =”.MG1=10¢X“i’
I/

Obr. 2.20
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Na obr. 2.20 je znazornén Celni pohled na gyroskopicky stabilizator, ktery se pouziva v lodni
dopravé a byl pouZzit spiSe jako kuriozita i v Zelezni¢ni dopravé. (Na svétové vystavé v Osace
jezdil vlak po jednokolejné trati). Nasim ukolem bude vysvétlit tento stabilizaCni jev.

Reseni
Gyroskopicky setrvatnik ma vysoké otdcky (fadové aZz desitky tisic za minutu)
reprezentované Uhlovou rychlosti vlastni rotace ¢ =w,, kterou povazujeme za konstantni.

Predstavme si nejprve situaci, kterd na obr. 2.20 je vyznaCena Cervenou barvou. Vagoén se
naklapi na pravou stranu, v disledku ¢ehoz vznikéa unasiva precese ¥ ve sméru hodinovych

ruci¢ek. Z vektorového soucinu ¢ x ur€ime gyroskopicky moment M, ktery zplsobi
vykyvnuti 9 vnitfniho ramecku dhlovou rychlosti 9 (vSe je znateno &erveng). Z vektorového
souinu ¢x 9 uréime gyroskopicky moment M, (M., a My, jsou vyznageny ve vztahu
(2.16)), ktery plsobi proti sméru Uhlové rychlosti 7, takZze brani padu vagonu do strany.

Situace pri naklapéni vagénu na druhou stranu je obdobna a vSechny odpovidajici veliCiny
jsou oznaceny modrou barvou.
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3. Obecny prostorovy a Sroubovy pohyb télesa

PFi vySetfovani obecného prostorového a Sroubového pohybu télesa (Sroubovy pohyb je
specialnim pripadem obecného prostorového pohybu télesa) vyuzijeme zékladniho rozkladu
tohoto pohybu na unasivy posuvny a druhotny sféricky pohyb. Vysledné setrvacné Gcinky pak
ur¢ime jako vektorovy soucet setrvacnych uc€inkl od téchto diléich pohybl. (ProtoZe
z hlediska silového plsobeni jsou soustavy tuhych téles linearni, mizeme pouZzit principu
superpozice). Oba tyto pohyby byly jiz diskutovany, mizeme rovnou piejit k prikladdm.

PFiklady na obecny prostorovy a Sroubovy pohyb télesa

Priklad 3.1

ANNNNANANY

q TIG.
mg
!

i

a
1
k
N \I NN
X
Obr. 3.1

Na obr. 3.1 je zndzornéno schéma vretenoveho lisu konajici Sroubovy pohyb v okamZiku
zacatku lisovani vylisku (t =0, q(0)=0.). Pro zjednodueni budeme predpokladat, ze material
vylisku je dokonale pruzny s celkovou tuhosti k. NaSim ukolem je FeSit pohyb po dosazeni
kontaktu lisu s lisovanym materialem do okamZiku maximalniho stlateni vylisku.
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Predpokladejme, Ze vieteno neni pohanéno a pohybuje se jen vlastni setrvacnosti. Vychylku
budeme znagit od mista prvniho kontaktu, tzn. q(0)=0a po&ateéni rychlost bude dana
dhlovou rychlosti @(0)=¢(0)= @, Vzhledem ktomu, Ze pocet stupiili volnosti tohoto

télesa je 1, je jeho poloha jednoznatné popsana soufadnici g. Tento pohyb se sklada
s unasivého pohybu ve sméru osy x a z druhotné rotace kolem stejné osy. Druhotné rotace je
s posuvnym pohybem svazana pres stoupani Sroubu. Na obr. 3.2 je znazornén obvod Sroubu
rozvinuty do roviny.

dN

dT

re

2nr

Obr. 3.2

Z podobnosti trojahelnikd mizeme ur€it zavislost mezi pootocenim Sroubu a osovym
posunutim g podle vztahu

0= 2;:%, (3.1)
kde s je stoupani zavitu Sroubu. Podobny vztah plati i pro ¢asové derivace
a)=¢=27z%, a=¢=27z%. (3.2)

Z prvniho vztahu (3.2) dostaneme druhou pocatecni (rychlostni) podminku

o s _ % (3.3

2 2
Bude-li zadan thel stoupéni £, je mozné vyjadfit tento vztah ve tvaru

qo = r@otgﬂ-
Je-li téleso osové soumérné, bude na néj plisobit setrvacna sila od unasivého pohybu
D =ma=m(. (3.4)

Vysledny moment od normalnych a tfecich sil v zavitu mizZzeme napsat ve tvaru
M :de rcosﬂ—de rsin B = Nfrcos 8 — Nrsin g = Nr(cosS— fsin ), (3.5)

zatimco vyslednou reakci od zminénych sil v zavitu piSeme ve tvaru
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R =IdN cosﬂ+Ideinﬂ=IdN cosﬂ+Ide sin #=N(cos B+ fsin A). (3.6)

Vylouenim N z rovnice (3.6)

R

~cosf+ fsin B 3.7)

a dosazenim do (3.5) dostaneme zavislost momentu plsobicich sil v zavitu na jejich vysledné
reakci ve tvaru

M = Rr(fcosp—sing) _ Rr(tge cos B —sin f3) _ Rr(tgep —tgp)
cos B+ fsin g cos B +tgepsin B 1+tgptgp

kde ¢ je tfeci Uhel spliujici podminku f =tge. S vyuZitim vzoreCku ze zakladni
trigonometrie

(3.8)

tga —tgp
ta(g — )= 92 ~195 3.9
9 =p) 1+tgatgp (39
mizeme vztah (3.8) prepsat do tvaru
M =-Rrtg(S-¢), (3.10)

Pohybove rovnice popisujici pohyb Sroubového lisu jsou slozkova podminka ve sméru osy
lisu a momentova podminka k této ose. Obé rovnice maji tvar

R+mg+kq—mg =0, (3.11)
M +1¢=0. (3.12)

Dosazenim (3.10) do (3.12), vyloucenim R z rovnice (3.11) a dosazenim do (3.12) mlizeme
tuto rovnici prepsat do tvaru

—(mg —mg—kq)rtg(B—¢)+ 14 =0. (3.13)

Uhlové zrychleni ¢ miZzeme ziskat druhou derivaci vztahu (3.1) a pak rovnici (3.13)
prepiSeme do tvaru (po vykraceni r)

™ -5)+1 27 o) + kg5 - 7)a(t) = mg (5 7). (.19
Pro zjednodu$eni zapisu oznacme
M =MA-P)+ 125, Ky =K1 oy =MG1Y(F-7) (3.5)
a rovnici (3.14) prepiSme do tvaru

mredq(t) + kred q(t) = fred ' (316)

coz jeSté délenim m,,, prejde do tvaru

f
G(t)+Q2q(t) :m”—e“. (3.16a)

red
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Tato rovnice popisuje kmitani harmonického oscilatoru zatizeného konstantni silou f,, .
Pokud budeme Fesit maximalni stlaceni vylisku, miizeme z rovnice (3.16) vyjadfit zrychleni

. 1
a=( :_(fred _kredq):aO_qu’ (317)

red

kde ao — fred — mgtg(ﬂ—@ Q2 _ kred — ktg(ﬂ—¢)) . (318)

et mtg(f—5)+ | Zs’r[ Mes  mtg(f—)+ | Zs’r’

Toto zrychleni je linearné zavislé na vychylce. Pro feSeni mista zastaveni lisu q=q,,,, =0
pouZijeme zakladni kinematicky vztah pro zrychleni (v je rychlost ve sméru osy lisu)

. d(v?) )
a=0=—"*=a,—-Q"q. 3.19
g 2dq q (3.19)

Separaci proménnych provedeme tak, Ze rovnici (3.19) vynasobime dq a integrujeme

q 2

2[(a, —Q%q)dq = de(v?). (3.20)
0 v

Vysledkem je zavislost mezi rychlosti a vychylkou

2a,q - Q%*q* =v* - V,. (3.21)
Pro v=q=0 je (3.21) kvadratickou rovnici pro q,,, , kterd ma tvar

Q*q?, —2a,q,, —V. =0, (3.22)
a jejiz kladny koten je

_ag+tyag + Qv (3.23)

QZ

qmax

Pocatecni rychlost v, =¢(0) byla urcena vztahem (3.3). Tim je vyfeSeno maximalni stlaceni
vylisku. Pro vySetfeni osového pohybu lisu v zavislosti na Case znamend najit FeSeni
diferencialni rovnice 2. fadu (3.16a), které se skladd z homogenniho FeSeni (feSeni rovnice
(3.16) s nulovou pravou stranou)

q, (t)=AcosQt + Bsin Qt (3.24)

a partikularniho feSeni, které v tomto pfipadé odhadneme podle tvaru pravé strany, tj. ve tvaru
konstanty

q, =C. (3.25)

Tuto konstantu ziskdme dosazenim (3.25) do rovnice s pravou stranou (3.16a)

Q°C :h = C= Fre = Fre . (3.26)
red mredQ kred

Celkové feSeni pak piSeme ve tvaru

q(t)=q, (t)+gs(t)= AcosQt + Bsin Qt+h. (3.27)

red

37



Integra€ni konstanty A a B ziskdme, dosadime-li do rovnice (3.27) pocatecni podminky. Proto
derivujeme rovnici (3.27) podle ¢asu a mame vztah pro rychlost

q(t) = —QAsin Qt + QB cos Qt. (3.28)

Pro Cas t = 0 dostanou rovnice (3.27) a (3.28) tvar

Freo (3.29)

f
0)=q, =0=A+—red — A—_
q(0)=q, ” ”

red red

4(0)=¢,=QB = B=%- (3.30)
Nyni jiz mizeme ve svétle vztahi (3.29) a (3.30) napsat feseni (3.27) ve tvaru

q(t) =:“—e"(l—coth)+%sin ot (3.31)

red

Budeme-li chtit vyjadrit feSeni v zavislosti na zadanych parametrech, vezmeme do Gvahy
vztahy (3.3) a (3.15)

mg @y .
t)=—(1-cosQt)+s sin Qt, 3.32
q(t) k( )+ " (3.32)
kde
Qz\/kred _ ktg(8-9) (3.33)
m

~ 27
ed |\ mtg(f—3)+ 15
9(fs-o) o

je vlastni frekvence kmitani soustavy. S ohledem na nelinearitu tfecich sil v zavitu ma smysl
fedeni (3.31) jen v intervalu q(t)e(0, ., kde maximalni vychylka g, je dana vztahem

(3.23).
PFiklad 3.2

Proudovy letoun proléta zataCku o poloméru R konstantni rychlosti v, . Letadlova turbina ma
konstantni Ghlovou rychlost @,, hmotnost m, osovy moment setrvaCnosti I, a dale jsou

zadany geometrické parametry uloZeni turbiny b a ¢. Na obr. 3.3 je zndzornéno schéma
uloZeni této trubiny. NaSim ukolem je vypoCitat reakce v loZisk&ch uloZeni turbiny.
V podstaté se zde jedna o kinetostatickou Ulohu, protoZe viechny kinematické veli€iny jsou
zadany a cilem vypoctu je urceni potfebnych sil.

Reseni provedeme zéakladnim rozkladem s referenénim bodem ve stfedu hmotnosti turbiny.
Pfedstavme si, Ze se turbina pohybuje unadSivym pohybem konstantni rychlosti stfedu
hmotnosti v, po kruzZnici o poloméru R, tzn. bez jakékoliv rotace. Z tohoto dlivodu je te¢né
zrychleni od unasivého pohybu nulové (pohyb hmotného bodu po kruZnici o poloméru R).
Zbyva dostredivé zrychleni stfedu hmotnosti, které ma hodnotu

v 2 ( voj
a =L =Ry’ -0 | 3.34
=g ~RY V=2 (3.34)
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Tomu odpovida odstfediva sila

2

D = mRy/? =mVE°, (3.35)
kterd je na obr. 3.3 zndzornéna modrou barvou. Nyni na unaSivy posuvny pohyb
superponujeme druhotny sféricky pohyb. Vzhledem k faktu, Ze stfed druhotného sférického
pohybu je totoZzny se stfedem hmotnosti turbiny, bude te¢na i odstfediva sila od sférického
pohybu nulova. Sféricky pohyb je tvofen unasSivou precesni rychlosti
A

=0 3.36
V=2 (3.36)
jejiz vektor mé smér ven z nakresny (pravidlo pravé ruky). Druhotna vlastni rotace odpovida
uhlové rychlosti turbiny

@ = w, =konst., (3.37)
jejiz smér je zfejmy z obrazku. Uhel nutace Jje Uhel, ktery svira vektor vlastni rotace
s vektorem precese, tzn. 90°. Zbyva urcit setrvatny moment, ktery byl odvozen v kap. 2

vztahem (2.16). Zde vSechny sloZky tohoto setrvatného momentu jsou nulové s vyjimkou
gyroskopického momentu, ktery ur¢ime podle vztahu

M=l gxy = MG=|Oa)O¢/=|Oa)OVE°. (3.38)

Smeér gyroskopického momentu je znazornén cervenou Sipkou v obr. 3.3
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V obr. 3.3 bylo pro oznaceni vektor(i sméfujicich do resp. z nakresny pouzito znaceni uzivané
v elektrotechnice, tzn. k¥izek resp. teCka v krouzku. ProtoZe ma téleso v prostoru 6° volnosti,
piSeme pro néj 6 podminek dynamické rovnovahy. V naSem pfipadé jich bude jen 5, protoze
momentova podminka k ose rotace odpada (je predepsana kinematickd podminka
¢ =, =konst.). Tyto podminky maji tvar (momentové podminky jsou psany k osam
prochézejicim stfedem hmotnosti turbiny)

B, =0,

A +B,-D=0,

A +B,—mg =0, (3.39)
Ab-B,c=0,

Ab-B,c+M; =0.

Po dosazeni za D a M ze vztah (3.35) a (3.38) do (3.39) mame 5 linearnich algebraickych

rovnic pro 5 neznamych hodnot vazebnich reakci v loziskach A, A, B,, B/, B,. Tim je
Uloha vyresena.

Priklad 3.3

DalSim prikladem je opét kinetostaticka Uloha, kde jsou vSechny kinematické veli€iny znamy
a naSim Ukolem bude urcit setrvacné G¢inky. Na obr. 3.4 je zndzornén setrvacnik konajici dvé
soucasné rotace kolem mimobéznych os za ¢ . Prislusné Ghlové rychlosti jsou Q, a @, a obé

jsou konstantni. Uhel sklonu &, ktery svird osa ¢ se svym pldorysnym priimétem viz obr.
3.4 je rovnéz konstantni.

v =0

N




Vysledny pohyb je obecny prostorovy. Vysetfeni setrvaénych Gcink( provedeme opét
zakladni rozkladem, tj. rozkladem na unaSivy pohyb posuvny rychlosti a zrychlenim
referenéniho bodu A a na druhotnou sférickou rotaci kolem tohoto bodu. Tuto sférickou rotaci
opét vyjadiime unasivou precesi Q, prenesenou na osu Z a vlastni rotaci @, kolem osy ¢ .

Osu ¢ zvolime tak, aby byla totoZzna s osou vlastni rotace, osu & zvolime tak, aby rotaci
okolo ni pfeSla osa Z do osy ¢ a posledni osu 7 doplnime tak, aby cely soufadnicovy systém
&, n, ¢ byl pravotocCivy. Jak je zfejmé z obr. 3.4, Ghel nutace 9 je dopliikovym Uhlem do 90°
k ahlu & a je také konstantni.

a) unasivy pohyb posuvny

Predstavme si, Ze se setrvaCnik pohybuje undSivym pohybem posuvnym rychlosti a
zrychlenim referen¢niho bodu A. Protoze je Q,konstantni, ma bod A jen dostfedivé zrychleni
a,=RQZ, a,=0. (3.40)
Tomu odpovida setrvacna sila

D,, = MRQZ, (3.41)

jejiz orientace a plsobisté je znazornéno na obr. 3.4. Zde je tieba si uvédomit, Ze pri unasivém
pohybu posuvném je plsobistém vsech setrvacénych sil stfed hmotnosti. Tecna setrvacna sila
od unasivého pohybu posuvného je v dlisledku druhého vztahu (3.40) nulova.

b) druhotny pohyb sféricky
Tento pohyb je superponovan na unasivy pohyb posuvny. To znamena, Ze unaSiva precese
w=C, se pfesune z osy z na osu Z. Setrvacna sila od unasivé precese pisobi ve stfedu

sférického pohybu A a ma smér odstredivé sily od rotacniho pohybu okolo osy z uhlovou
rychlosti Q,, tj. kolmice spusténé z osy Z do stfedu hmotnosti setrvacniku. Jeji velikost je

umérna kolmé vzdalenosti stfedu hmotnosti setrvacniku od osy Z, tj. r a mizeme ji vyjadrit
ve tvaru

D, =mrQ?. (3.42)

Tecna setrvacna sila od unasivé precese je v dlisledku konstantni hlové rychlosti €, nulova.

Zbyva urcit setrvacny moment od druhotné sférické rotace. Podle vztahu (3.38) je jen jedna
sloZka nenulova a ostatni jsou nulove, tzn., Ze

My, =—l,a,5in §—(1, - 1,)Q5sin $cosd, M, =M,, =0, (3.43)

¢
€os & cosssin g

kde 1, je moment setrvaénosti setrvacniku k osdm &an. Prvni €len v prvnim ze vztah(
(3.43) predstavuje opét gyroskopicky moment, ktery lze vyjadfit vztahem

Mg =1,0xP=1,0,xQ, = Mg=I100,sinI=1w,.Q,c0s0o. (3.44)

Tim jsou viechny setrvacné UcCinky zakreslené v obr. 3.4 vysvétleny.
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4. Zaklady analytické mechaniky
4.1. Klasifikace mechanickych soustav

V tomto ucebnim textu budeme terminem zobecnéna soufadnice myslet souradnici udavajici
polohu télesa nebo soustav téles bez ohledu na to, zda jde o délkovou nebo Uhlovou
soufadnici a bez ohledu na souvislost téchto souradnic s poctem stupiili volnosti n. Poétem
stupiill volnosti mame na mysli pocet nezavislych pohyb(, které je schopno téleso nebo
soustava téles vykonat. Popis soustav budeme délit do dvou skupin:

a) Poloha soustavy je popsana pomoci m>n zobecnénych soufadnic. Pak musi byt dodano
r=m-n vazebnich podminek (zkracené vazeb). Jako priklad si mlzeme uvést téleso na

obr. 4.1

ylk

B[xB’ yB]

A[xA’ yA]

\/

Obr. 4.1

Jeho poloha je popsana Ctyfmi zobecnénymi soufadnicemi X,, Y,,Xg, Y. Jak zndmo, téleso
ma v roviné n =3 stupné volnosti. Proto musi byt tyto soufadnice vazany podminkou tuhosti

usecky

(XB _XA)2 +(YB _YA)2 =12 (4.1)
To znamend, Ze m=4,n=3 ar =m-n=1.Kdyby nebyla zad&na vazebni podminka, nikde
by nebyla zajisténa podminka pevné vzdalenosti bodl A a B.

b) Poloha soustavy je popsana pomoci n zobecnénych soufadnic, tj. poctem soufadnic
odpovidajicim poctu stuprili volnosti (Fidicich souradnic).

ylk

A[an Va4

\/

Obr. 4.2
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Jako vhodny pfiklad si mizeme uvést téleso na obr. 4.2, jehoZ poloha v roviné je jednoznacné
popsana tfemi (Fidicimi) zobecnénymi soufadnicemi x,, y, a ¢ .V tomto pfipadé m=n=3
a pocet vazebnich podminek r=m-n=0.

Podle poctu stupiili volnosti mizeme také soustavy rozdélit na soustavy

a) kontinualni (kontinuum), které maji n — oo stupridi volnosti, a
b) diskrétni, které maji n < oo stuprili volnosti.

Pro dalsi klasifikaci si uvedeme 3 druhy soustav, jejichz poloha bude popséna nadbyteCnym
poctem soufadnic m > n a pFislusnymi vazbovymi podminkami.

1) Na obr. 4.3 je znazornén mechanismus s harmonickou vackou. Pfivlastek ,harmonicka“
vyplyne z tvaru vazebni podminky.

NN

Obr. 4.3

Jeho poloha je popsana dvéma zobecnénymi soufadnicemi ¢ a y , avsak pocet stuprl
volnosti, jak se kazdy mize presvédCit, je jedna. Proto mezi témito soufadnicemi existuje
vazbova rovnice. Tuto rovnici si miZeme uvést jak v integralni, tak v diferencialni forme.
Integralni resp. diferencialni forma je

y=esing+r, resp. dy=ecosepdp. 4.2)

Povsimnéme si, Ze ani v integrélni ani v diferencialni formé vazebni podminky neni explicitné
obsazen cas.

v/ 7

2) Jako dalsi priklad si uvedeme soustavu na obr. 4.4. Jedna se o kyvadlo s proménnou délkou
kyvadla. Soustava m& n=2 stupné volnosti, které je mozno vyjadfit napf. soufadnicemi
r(t) a ¢(t). V pfipadé, Ze pohyb r(t)je pfedepsan, jedna se o kinematické buzeni. Jestlize je
poloha soustavy popsana m =3 soufadnicemi r(t), x, y viz obr. 4.4, je tfeba dodat jesté jednu
vazebni podminku (r =m—n=3-2=1), ktera vyjadfuje tuhost vlakna konstantni délky I, ve
tvaru
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x? +y2—[l, - r(t)-bJ =0, (4.3)

A L J
()
Aw
b
e E—— »
.
Ty
Obr. 4.4

cozZ je jeji integralni tvar. Prislusné diferencialni vyjadreni vazebni podminky ma tvar
xdx + ydy —[l, — r(t)—b]f(t)dt = 0. (4.4)
\_V_J
dr(t)
Ma-li soufadnice r(t) pfedepsany prdbéh napf. ve tvaru r(t)=r,sin wt, dostane rovnice (4.4)
tvar

xdx + ydy +[l, —r,sin @t —b]r,wcoswtdt = 0. (4.5)

Nyni si vSimnéme, Ze v obou formach vazebni podminky je explicitné obsazen ¢as.

3) Tretim prikladem soustavy je bod pohybujici se po ,,psi kfivce* viz obr. 4.5, tj. po takové
kfivce, jejiz teCna bude v kazdém okamziku sméfovat do bodu B, ktery se pohybuje
predepsanym pohybem po pfimce x=1,. Nazev kfivky vznikl podle chovani psa, ktery
sleduje cyklistu jedouciho po cesté. Bod méa v roviné 2 stupné volnosti, avSak jeho draha je
popsana tfemi soufadnicemi dx, dy, r(t) (dvé jsou dany pfirdstky). Vazebni podminka plyne
z podobnosti trojuhelniki

Y _rO-Y o odvTr(6) - vidx
Y- = (I, — x)dy —[r(t)— y]dx = 0. (4.6)

Jak je zfejmé z tvaru vazebni podminky (4.6), nebude ji mozné vyjadfit v integralni formé,
protoZe vyraz na levé strané netvofi totalni diferencial a tudiZz levou stranu neni mozné
integrovat.
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yp=1(t)

X

ly
Obr. 4.5

Dil¢i zavér: VSechny vazebni rovnice zapsané v diferencidlnim tvaru miZeme obecné
vyjadfit pomoci tzv. Pfaffovy formy (v pfipadé jedné vazebni rovnice)

D a,dx; +a,dt =0, (4.7)
i=1

kde m je opét pocet zobecnénych soufadnic urcujicich polohu soustavy. Obecné miZze byt
v soustavé r =m—n (r <m) vazbovych rovnic zapsanych v Pfaffové formé

D adx +a,dt=0, j=12 ..., (4.8)
i=1

coz mliZze byt zapsano v maticovém tvaru
AT(x,t)dx +a,(x,t)dt = 0. (4.9)

Jak je zfejmé zrovnice (4.9), koeficienty u diferencialll soufadnic a Casu jsou obecné
funkcemi pfislusnych soufadnic a ¢asu

X, dx,
_ XZ m,1 _ dXZ m,1 T j,m rl
x=|eR™, dx=| ."|eR™, A'(x,t)eR"", a,(x,t)e R"™. (4.10)
X dx

Nyni se dostdvdme k deklarované klasifikaci mechanickych diskrétnich soustav.
a) Jsou-li vazby integrovatelné, mizeme rovnici (4.9) zapsat ve tvaru
f(x,t)=0, (4.11)

prislusné vazby a celou soustavu nazveme holonomni. Jestlize se vratime k uvedenym tfem
typlm soustav, miizeme zaradit do kategorie ,,holonomni“ soustavy 1) a 2). Jejich vazby je
mozné vyjadrit v integralni i diferencialni formé&. Naopak soustava 3) (psi kfivka) je
neholonomni, protoZe vazbova podminka existuje jen v diferencialni formé.
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b) DalSim kritériem je stacionarita. Jestlize vazbové podminky neobsahuji explicitné ¢as,
tzn., Ze v rovnici (4.9) je

nazveme vazby a celou soustavu skleronomni (stacionarni, Casové nezavislou).
Podle tohoto kritéria je soustava 1) skleronomni, avSak ostatni dvé soustavy jsou
reonomni (nestacionarni, Casoveé zavislé).

Predpokladejme pro tento okamzik, Ze vySetfovana soustava je skleronomni (stacionarni bez
explicitné obsaZzeného Casu). Nyni sefadme zobecnéné souradnice v pofadi n nezavislych a
nasledné r zavislych a podobné rozdélme matici A" (x,t) na odpovidajici bloky do tvaru

X
A0 = AT, AT X=X ATXDER™, ALKD R %, €R™ 6, <R

z

Rovnici (4.9) miZeme nyni prepsat do tvaru

[AT(x,t), AT (x,t)]Bi”} _o, (4.13)

z

a pak rozepsat po blocich
Al (x,t)dx, + Al (x,t)dx, =0. (4.14)

Za predpokladu, Ze je matice A](x,t) regularni, mdzeme vyjadfit diferencialni prirdstky
zavislych soufadnic na nezavislych ve tvaru

dx, =—AT(X,)A] (x,t)dx,. (4.15)

Tohoto vztahu niZe vyuZijeme pfi odvozeni Lagrangeovych rovnic s omezenimi.

4.2. Princip virtuélnich praci (PVP)
Zminény princip si uvedeme jako axiom vychazejici z podminek rovnovéahy. Nejdfive si

definujme tzv. virtudlni posuv. Jedna se o diferencialni pFirlistek nékteré z m soufadnic,
kterymi je poloha soustavy popséana. Bude-li platit m podminek rovnovéahy soustavy

Z F =0, (4.16)

pak pochopitelné plati i identita

[ZFij-a‘x:o, (4.17)

kde ox je libovolny vektor takové dimenze, aby bylo mozné provest skalarni nédsobeni.
Posledni rovnici miZzeme maticové zapsat ve tvaru

(Z F jTa‘x = §xT(iz Fij =0. (4.18)
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Na vektor 5x se mizeme divat jako na vektor diferencialné malych posunuti. Pak vysledny

skalarni soucin predstavuje praci vSech sil plsobicich na soustavu, ktera je v ddsledku
rovnovahy (statické ¢i dynamické) nulova. Pfipomenme si, Ze soustava ma n° volnosti, kde
n<m. Paklize plati m>n, je nutno kpopisu polohy soufadnic dodat jesté

r =m—nvazebnich podminek. JestliZze jsou virtudlni posuvy nezavislé m=n, r=0, musi
byt i jednotlive souCiny tvorici skalarni soucin (4.17), (4.18) nulové.

Slovné mlize byt PVP vyjadren takto:
Je-li soustava vrovnovaze (v dynamickeé nebo statické), pak virtualni prace vsech sil
plsobicich na soustavu je rovna nule.

Oznaceni ox pro vektor diferencialnich posuvlii mizZe odpovidat skute¢nym diferencialnim
posuviim d x v pFipadé stacionarnich soustav. V pfipadé nestacionarnich soustav tomu tak byt
nemusi. Na obr. 4.6 je znazornén skutecny posuv dx., ktery je ovlivnén i Casovou zménou
r(t) a ktery neodpovida virtualnimu posuvu & . Z tohoto divodu budeme vzdy soustavam
udélovat takovou virtualni zménu soufadnic (virtualni posuv), aby nebyla ovlivhéna zménou
Casu. Takova virtualni zména souradnic se nazyva izochronni variace.

A
r(t)
A
b
— | >
n y
| N\ . }

Obr. 4.6

Vratme se jeSté k poznamce ,,Jestlize jsou virtualni posuvy nezavislé, musi byt i jednotlivé
souciny tvorici skalarni soucin (4.17), (4.18) nulové*. Pak vyrazy u jednotlivych virtulnich
posuvd v rovnici (4.18) musi byt nulové, coz predstavuje m=n rovnic. Tyto rovnice jsou
v pfipadé statického problému podminkami rovnovahy, v pfipadé dynamického problému
pohybovymi rovnicemi. Prakticky postup spociva vtom, Ze soustavé udélime postupné m
virtualnich posuvl (jeden bude vzdy nenulovy, zatimco ostatni budou nulové) a vyslednou
tzv. virtualni préci téchto sil poloZzime rovnu nule. Jako aplikaci na PVP si uvedeme dva
pfiklady, kdy m =n. Natomto misté si pfipomeneme dvé hlavni z&sady pfi modelovani:
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1) Ve mechanice znafime vzdy polohu télesa (bodu) soufadnici orientovanou od
pevného bodu (privodice v pFipadé rotacniho pohybu) k pohyblivému bodu
(privodici) .

2) Stejny smér, jaky ma souradnice polohy, maji i jeji Casové derivace a virtualni
zména

4.2.1 Aplikace PVP pro soustavy popsané fidicimi zobecnénymi soufadnicemi (m=n)

Priklad 4.1

Na obr. 4.7 je znazornén mechanismus s harmonickou vackou, jehoZ pohybovou rovnici
chceme sestavit. Vychodiskem je uréeni poctu stupiidl volnosti podle vztahu

i=3x(3-1)-2(p+r+v)-0=6-2(0+1+0)—3=1. (4.19)

Jestlize zvolime popis polohy soustavy pomoci jedné soufadnice, pak m=n=1. Proto
budeme sestavovat jednu pohybovou rovnici. Jako jednu nezavislou zobecnénou soufadnici
zvolime Ghel natoCeni vatky ¢. Pak je tfeba vSechny ostatni soufadnice a jejich Casové

derivace a virtualni zmény vyjadrit pomoci ¢, ¢, ¢ a op.

F
JIE
JE .5
lm3j}
Sy A
y
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Poznamka:

Metody analytické mechaniky (i dalsi, o kterych se zminime nize) maji hlavni vyhodu, ktera
spoCiva vtom, Ze vysledkem jejich aplikace jsou pfimo pohybové rovnice. Neni treba
sestavovat pracné podminky rovnovahy, ve kterych figuruji jako neznamé téz vazebni reakce.
PakliZze jde o ideélni vazby, pak tyto reakce nekonaji praci a pouZiti metod analytické
mechaniky je vyhodné. V pripadé redlnych vazeb (vazeb s pasivnimi ucCinky) se tato vyhoda
ztraci, protoze vyjadreni prace pasivnich Gc€ink( mlze byt velmi obtizné.

Nase soustava budiz bez pasivnich G€inkl. Udélime soustavé virtualni posunuti d¢ a protoze
jsme se rozhodli pro popis pomoci jediné soufadnice, dojde i k zavislym virtualnim posuvim
oy a oz, které snadno vypocteme diferencovanim vztaht

y=esing+r = dy =ecosgop,

z=esing = & =ecospdp. (4.20)
Podobné dostaneme i Casovou derivaci

y=esinp+r= y=e¢pcosp—eqp’sin ¢. (4.21)
Pak mlzZeme virtualni praci vech sil plisobici na danou soustavu zapsat ve tvaru

(M =1,9)0p —(F +m,g +m,¥)dy —m,gdz = 0. (4.22)
Do této rovnice dosadime (4.20) a (4.21) a dostaneme

(M —1,0)dp - [F +mM,g + M.e@HCosep — mee”sin (p]e COS pdp —M,gecos pop = 0. (4.23)

Virtualni zména op je diferencidlné mald, avSak nenulova, takZe celou rovnici (4.23)
vykratime ¢ a dostaneme

M-1,p- [F +M,g +M,eHCosp — Megp’sin g + ng]ECOS¢ =0, (4.24)

coZz je pohybova rovnice daného mechanismu. Sestaveni pohybové rovnice je vzdy
vychodiskem pro feseni dynamického problému. Dal$i otazkou zdstava, co je cilem feseni. Je-
li cilem FeSeni pohybové rovnice pohyb mechanismu (Gloha vlastni dynamiky), napf. rozbéh,
je tfeba fesit rovnici (4.24) vzhledem k ¢, coZ je silné nelineérni diferencialni rovnice, kterou
u vétSiny mechanismd s proménnym prevodem neumime fesit analyticky. Pak jedinou
moZnou cestou k FeSeni tohoto problému je numerické feSeni. Popis numerickych metod pro
fedeni diferencialni rovnice (4.24) pfesahuje rozsah tohoto textu. Ctenafe mlizeme odkazat
napf. na literaturu [5]. Jin& situace nastane, je-li dana kinematickéa veliina ¢ jako funkce

¢asu nebo nékterd jeji Casova derivace, napf. ¢(t) =, (kinetostaticka Uloha). Pak se rovnice
(4.24) stava algebraickou rovnici pro urceni silové veliCiny, napf. M (je-li F predepsana bud
jako funkce ¢ nebo t) pro spInéni pribéhu predepsané kinematické veliciny.

Priklad 4.2

Na obr. 4.8 je zndzornéna soustava s 2° volnosti. Pro zjednoduSeni budeme predpokladat, Ze
jeji pohyb probihé ve vodorovné roviné a zanedbdme hmotnost ¢lenu 3. Pokud se rozhodneme
feSit pohyb soustavy v prostoru Fidicich zobecnénych soufadnic, budou vysledkem aplikace
principu virtualnich praci dvé pohybové rovnice. Jako fidici zobecnéné soufadnice vybereme
uhly gaw. Potom soufadnice y, jeji Gasové derivace i virtualni prirdistek musi byt vyjadieny
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pomoci Fidicich zobecnénych soufadnic. Zde je tfeba poznamenat, Ze tento pristup je vyhodny
zejména v pripadech, kdy zavislé soufadnice je mozné explicitné vyjadrit pomoci Fidicich
zobecnénych souradnic.

To je v naSem pFipadé mozné derivaci a diferencovanim vyrazu
y=rsing = y=rpcosp—r@’sing, Sy =r,C08pdp. (4.25)

ProtoZze méa soustava 2° volnosti a Fidici zobecnéné soufadnice jsou ¢ ay , udélime nejdfive
soustavé virtualni posuv g =0, oy =0. Virtualni prace vsech silovych G€ink( musi byt
rovna nule a miZzeme ji zapsat ve tvaru

(Mh - |z¢)5¢—m43’5)’+k(%v/—)’)5}’=0- (4-26)
Po dosazeni (4.25) do posledni rovnice dostaneme
(M, — 1,p)op — m4(r2¢c03(p —1,¢°sin (p)r2 cosp g + k(ry —r,sin @)r,cospdp =0 (4.27)

a po vykréceni o dostaneme prvni pohybovou rovnici ve tvaru

M, — 1, —m,(r,¢cosp—r,g?sin p)r, cos g+ k(ry —t, sin @)r, cosp= 0. (4.28)

Podobnym zplisobem budeme postupovat i v pfipadé druhé Fidici soufadnice. Udélime
soustavé virtualni posuv op =0, o #0. Pak virtudlni prace vsech silovych Gginki
pdsobicich na soustavu bude

—(M, +17)oy —k(ry — y)roy =0. (4.29)
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Po dosazeni za y ze vztahu (4.25) do posledni rovnice a vykraceni celé rovnice —Jdy
dostaneme druhou pohybovou rovnici ve tvaru

M, + I.7 + ki — k1, sin o = 0. (4.30)

Soustava dvou diferencialnich rovnic (4.28) a (4.30) je feSitelnd jen numerickou cestou.
Vzhledem k faktu, Ze druhé derivace jsou v téchto rovnicich obsazeny , linearné“, mizeme

obé rovnice vyjadfit ve tvaru
1 . ]
. M. +m,r2@?sin @cose+ k(r.y —r, sin @)r, cos
[¢}: |2+m4l’22C052¢[ h nry'Z @ @ (5‘// 2 ¢)2 ¢] @31
v Ii(krzrssin p—-M, — krszy/)

5

0z mliZeme maticové zapsat ve tvaru
X =g(x,%), (4.32)

1 H -
M, +m,r7¢*sin pcose + k(ry —r,sin p)r, cos
3 P I2+m4r22c052(p[ s+ M, sin 9 c0s -+ k(1 —1,sin )r, cosg]
x="1] §(xx)= . @)
v I—(krzrssin p—-M, —krszy/)

5

(@]

Budeme-li chtit aplikovat néjakou standardni proceduru pro feSeni soustavy diferencialnich
rovnic, je vhodné soustavu (4.32) prevést na dvojnasobnou soustavu diferencialnich rovnic
prvniho Fadu. PoloZzme

Yi=X ¥, =X (4.34)

Pak soustavu (4.32) piSeme ve tvaru

¥1 = g(yl’yZ)’ (435)

Y, =Y

Dveé soustavy diferencialnich rovnic (4.35) pak miizeme prepsat do kompaktniho tvaru

z=9(2), (4.36)

kde z= {yl} 0(z)= {g(yl’yzq : (4.37)
Y, Y1

Pro soustavu rovnic ve standardnim tvaru (4.36) existuji b&zné procedury numerické
integrace, které jsou soucasti programového SW vybaveni jako napf. MATLAB nebo
MATHEMATICA.

4.2.2 Aplikace PVP pro soustavy popsané zobecnénymi soufadnicemi (m>n)

Je-li poloha soustavy popsana pomoci m > n zobecnénych soufadnic, existuje mezi zavislymi
a fidicimi soufadnicemi Pfaffova forma (4.9), kterou vzhledem k izochronni variaci & =0
zapiSeme ve tvaru

AT6x = [AT (x,t), Al (x,t)]{iﬁ”} _o. (4.38)

z
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X
A0 = [T AT X=X ATXDER™, ALXD R %, €R™ %, <R

Pfipomenme, Ze x, € R" jsou Fidici zobecnéné soufadnice, zatimco x, e R" (r=m—n) jsou
zavislé (nadbytecné) soutadnice. Matice A'(x,t) jiZz byla definovana vztahem (4.13).

Poznamka:

Zde se nabizi otazka, pro€ pracovat s vétSim poctem soufadnic m, nez je pocet Fidicich
soutadnic n (pocet stupiidi volnosti). Odpovéd zni: ,,V nékterych pripadech neni mozné zavislé
soufadnice vyjadrit explicitné pomoci Fidicich soufadnic.* V takovém pripadé by nebylo
mozné vyjadfrit derivace nebo virtualni zmény zavislych soufadnic pomoci Fidicich soufadnic,
jejich derivaci a virtualnich zmén.

Vztah (4.16) mizeme napsat ve tvaru

F,+D+F,=0, (4.39)
kde
F,=Y F, resp. D=>'D, resp. F =>F, (4.40)

jsou vysledné akéni resp. setrvacné resp. vazebni zobecnéné sily plsobici ,,ve smérech*
jednotlivych m zobecnénych souradnic. Nejdfive napiSeme vztah pro virtualni praci viech sil
(4.39), coz je identita

X' (F,+D+F,)=0. (4.41)
Virtualni prace vazebnich sil pdsobicich v idealnich vazbéach je nulova, tzn., Ze &'F, =0.
Nyni pfepiSeme vztah (4.38) do tvaru (rovnici (4.38) transponujeme)

X' A=0. (4.42)

Rovnice (4.42) predstavuje r rovnic na Fadku (,,vedle sebe®). JestliZze tyto rovnice maji byt
zavislé, musi byt existovat jejich linearni kombinace rovnajici se nule. Tzn., Ze existuje vektor
line&rni kombinace A, pro ktery plati

X AN =0. (4.43)

Secteme-li rovnice (4.41) a (4.43) a respektujeme-li &'F, =0, dostaneme

X' (F,+D+A\N)=0. (4.44)

Nyni jiz musi byt spInéna kazda z rovnic obsaZena v soustavé (4.44), tzn., Ze
F,+D+A\=0. (4.45)

Tim se dostavame k soustavé m diferencialnich rovnic pro m+r neznamych xe R", AeR".
K této soustave je tfeba jesté pridat vazebni podminku (4.38)

AT =0. (4.46)
Délime-li tuto rovnici ¢t , dostavame
ATx=0. (4.47)
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Tento vztah derivujme podle Casu a dostaneme
ATs=-A"x. (4.48)

Rozdélme akéni sily na vnéjsi (externi) a sily zavislé na zobecnénych souradnicich a Case
podle schématu

F,=f,(t)—f,(X,x1t). (4.49)

Déle mlzeme setrvacné sily, které jsou linearni funkci vektoru zobecnénych zrychleni X a
mohou byt nelinearni funkci vektoru zobecnénych rychlosti a vychylek x a x, vyjadfit ve tvaru

D = -Mx —f (X, x). (4.50)
Pak mlZeme rovnici (4.45) prepsat s ohledem na (4.49) a (4.50) do tvaru

Mx — AN =f£,(t) -, (X, x,t) = 5 (X, X). (4.51)
Tuto rovnici spolecné s rovnici (4.48) prepiSeme do kompaktniho tvaru

P VG e il ey

Posledni rovnice je soustava algebro-diferencialnich rovnic. Nékteré moznosti jejiho FeSeni si
ukéZeme pozdéji.

(4.52)

Poznadmka:
Prakticka realizace této metodiky probéhne takto:

a) Soustavé (4.44) udélime vidy jeden virtualni posuv nenulovy a ostatni virtualni posuvy
poloZime rovny nule-tim po vykraceni pfislusSnym posuvem ziskdme m rovnic

b) Ktémto rovnicim pripojime soustavu (4.48) a tim ziskame celou soustavu algebro-
diferencialnich rovnic

Priklad 4.3

Sestavme pohybovou rovnici soustavy na obr. 4.8 tak, Ze pocet zobecnénych soufadnic bude
m=3, (¢, v, y). Vektor zobecnénych soufadnic a jeho virtualnich pFirdstk( piseme ve tvaru

@ op
X=\y| X=|oy| (4.53)
y 2
ProtoZe pocet ° volnosti je n= 2, je tfeba dodat r = m —n =1vazebni podminku
y—-r,sing=0. (4.54)

Pfaffovu formu ziskame diferencovanim vazebni podminky (4.54), takZe dostaneme
dy —r,cospop =0. (4.55)

Posledni vyraz miizeme prepsat do maticového tvaru
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op —I,Ccos¢p

A'ox=[-r,cosp, 0, 1]|dy |=>A= 0o | (4.56)
oy 1
Derivaci matice A podle ¢asu ziskame
r,@sin ¢
A=l 0 | (4.57)
0
Dosazenim do (4.57) a (4.53) do (4.44) ziskame
M, — 1o —TI,C0S¢
[60, 6w, &K -M, -1y —k(w-y)|-| 0 |Ap=0. (4.58)
k(s —y)—m,y 1

Postupnym vynulovanim ¢lend stojicich u d¢, Sy, & dostaneme tfi rovnice

M, — 1,9+ Ar,cose =0,

-M, — 17 —kr(ry —y) =0, (4.59)
k(ry —y)-m,j—2=0.

K témto tfem rovnicim pfipojime rovnici (4.48) a dostaneme

@ @
[-r,cosp, 0, 1]y |=—[r,¢sing 0 0] v | (4.60)
y y
Tyto Ctyfi rovnice napiSeme v maticovem tvaru
l,, 0, 0, -rcosp| ¢ M,
0, l,, O, 0 W |- M, —kr,(r —y) | (4.61)
01 01 m4, 1 y k(rsl// - y)
-r,cosp, 0, 1 0 -2 —r,¢°sing

O spréavnosti rovnice se presvédcime nize pfi aplikaci Lagrangeovych rovnic smiSeneho typu.

4.3. Hamilton(v princip

Odvozeni Hamiltonova principu si ukdZzeme na soustavé hmotnych bodd. Vyjdeme z principu
virtualnich praci ve tvaru (4.41), kde jsou obsazeny jen sily konajici praci

X' (F,+D)=0. (4.62)

Nyni pro akéni sily vynechame index “a”. Dolnim indexem budeme znacit Cislo hmotného
bodu, takze virtualni préci vsech sil plsobici na soustavu hmotnych bodd mizeme zapsat ve
tvaru
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2.0 (F=m%) =D 8¢ F = Y o m; = oW -y 'm, [%(a‘x{xi)—&jxi} =

. - . (4.63)
=W =) m—(X X )+ —m.xTx}zo,
Ym0+ 5| T mil
=
kde symbolem X, je oznaCen radiusvektor, zatimco JX, je jeho virtualni zména. O platnosti
posledniho vyrazu v (4.63) se pfesvédcime tak, Ze postupujeme opacné, tj. diferencujeme jej

§{z%mixjxi} = Z%mi (0, +%] %)= > K] X;. (4.64)

PFipomenme, Ze oba Cleny v zavorce jsou skalarni veli€iny, takZe se jejich hodnota transpozici
nemeéni. Rovnici (4.63) pak pfepiSeme do tvaru

MW +E, =D m, %(éxfxi ) (4.65)

Tuto rovnici integrujme od t, dot, a dostaneme

t, t,

[S(E +W), dt=>"m ] %(a*x:xi )dt. (4.66)
tl

t i
Hamiltondv princip:

Zvolime-li dva pevné body trajektorie X ;... @ X o V PEVNYCh Casech t, at, obr. 4.9, pak tzv.
akce nabyvéa extrému pri skuteCném pohybu.

A

X, (1) +8x,(r)
x,(t
xi.ﬁmr!
x.',fn.frru/ /
. >
f] t?_
Obr. 4.9
Akci je minén integral (Hamilton(v funkcional)
t
S= j(Ek +W ), dt — extrém. (4.67)

t
Toto tvrzeni snadno dokazeme, kdyZ vyjadfime integral na pravé strané (4.66), jehoz hodnota
je nulova.

Z m, j%(dxfxi )t = z m [T, ]:12 =0, (4.68)

2
t
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protoZe hodnoty variaci &x! jsou v krajnich bodech nulové. Z toho plyne, Ze leva strana (4.66)
je také nulové tzn., Ze

& = a‘j(E +W) (4.69)

x(t
l

Je-li variace akce nulova, nabyvd akce extrému, v naSem pfipadé minima (nebudeme
dokazovat). Ztoho plyne, Ze skuteCnd trajektorie bodu v zavislosti na Case bude
minimalizovat integrél (4.67).

Samotny Hamiltondv princip nema velky prakticky vyznam, ale poslouzi ndm k odvozeni
Lagrangeovych rovnic.

4.4 Lagrangeovy rovnice I1. druhu

PrepiSme zkracené

MW =) 5 F =&'f, =W, (4.70)
X, F
X F

kde sx=| .*|, f,=| | (4.71)
X, F,

Hvézdicka znali skutetnost, Ze variace se vztahuje jen na trajektorii a ne na silu. Pak mlZeme
prepsat (4.69) s ohledem na (4.70) do tvaru

t, t,
[ E,dt+ [ot.dt=0, (4.72)
t t

|

Integrél | upravime (n&slednd variace je izochronni, tzn. pfi konstantnim Case)

a‘jE (X, X t)dt—j(de C L jdt_j[a‘xT@—a‘xT d (aE ﬂdt [5 x" i } (4.73)
y OX OX : OX dt\ ox oX

[N ——
0

PFi integraci jsme pouZili metodu per-partes. Dosadime-li (4.73) do (4.69) dostaneme

X j[a———( j feJdt=0. (4.74)

Posledni vztah vyjadfuje skalarni soucin vektor(l, ktery tvofi sumu soucinli nezavislych veli¢in
(jednotlivé komponenty vektoru ox ), takze kazdy z téchto soucindi musi byt roven nule. Z toho
plyne, Ze hranata zavorka ve vztahu (4.74) musi byt nulova

E E,
g(a -kj % ¢, (4.75)
dtlex ) ox

coZ je soustava Lagrangeovych rovnic Il. druhu zapsanych v maticovém tvaru. Jednotlivé rovnice se
mohou zapsat ve tvaru

R L B R (4.76)
dtlox, ) ox, !
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vy s

»Zastoupeny* v klnetlcke energii.

4.5 Lagrangeovy rovnice smiseného typu

Pro sestavovani pohybovych rovnic soustav, které jsou popsany m>n zobecnénymi
soufadnicemi (n je pocCet °volnosti), jsou vhodné Lagrangeovy rovnice smiseného typu
zejména v situaci, kdy nadbyteCné soufadnice nelze vyjadfit explicitné pomoci Fidicich
soufadnic. V takovém pfipadé k m rovnicim popisujicim podminky dynamické rovnovéahy
pristupuje jeSté r =m—n vazebnich podminek

f,(x)=0, j=12..,r, (4.77)
coz miizeme maticové vyjadrit ve tvaru

f(x)=0, f(x)eR". (4.78)

Jedna se o Glohu hledani vizaného extrému. Do Hamiltonova funkcionalu pak pfibude jesté
vazebni podminka (4.78) nasobena prislusnym vektorem Lagrangeovych multiplikéatord

S= tjz[Ek +W +f7 (x))\]x(t)dt —> extrém. (4.79)

Pro \t/ly’/poéet variace funkcionalu diferencujeme rovnici (4.79)

&= JT(EK +W +SFT(A) L dt=0, (4.80)
Y

kde

ST (X) = &' afa () (4.81)

Tento vyraz je vazebni podminkou v diferencilni formé, ktera je reprezentovana Pfaffovou
formou (4.42). Srovnanim (4.81) a (4.42) dospéjeme k zavéru, Ze matice Pfaffovy formy méa
tvar

A(x) =

Variace kinetické energie a prace vyjadfenad vztahem (4.74) po dosazeni do (4.80) prinese
rovnici

(%) e (4.82)

.

X j ( j+fe+af—(x))\ dt =0. (4.83)
ax OX

Integral (4.83) bude nulovy tehdy, bude-li nulovy integrand

i(aE_kj B _g 0, (4.84)

dtlaox ) ox OX

coz mizeme jesté s ohledem na (4.82) prepsat do tvaru
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d (GE j & _ f, + A(X)A. (4.84a)

dt\ ox OX
Po jednotlivych rovnicich jesté mizeme vztah (4.84) napsat ve tvaru
r.0f.(x
1 @ —@=Fi+zﬁ/lj, =12, ..,m=n+r. (4.84Db)
dt\ o OX; o OX

Rovnice (4.84) pfedstavuje m=n+r algebro-diferencialnich rovnic pro neznamé x(t)e R™
a vektor Lagrangeovych multiplikatorl A e R™. K soustavé (4.84) jesté pfipojime vazebni
podminku (4.78)

f(x)=0, f(x)eR". (4.85)

Obeé rovnice (4.84) a (4.85) tvori soustavu m+r =n+2r algebro diferencialnich rovnic pro
m+r nezndmych x(t)eR™ a AeR". Z praktickych divod( (jak se ukaze) je vhodné
rovnici (4.85) dvakrat derivovat

f(x)_af(x)x AT (X)x =0, (4.86)

af(x)

f(x)= —=22%+ AT (x)x = AT(x)%+ AT (x)x = 0. (4.87)

Nyni jeSté upravime vyrazy na levé strané (4.84). Derivace kinetické energie E, = E, (x,X) je
mozZné vyjadrit ve tvaru

0, | O, |
0%, 0%,
& || | T (4.89)
x|l T T|% |
O, G
| OX,, | | OX,, |
d aEkj 0 (aEkj. 0 (aEkj.. 0 (aEkj. y
= = X+ X = X+ M(X)X, 4.89
dt( ox ) ox"\ ox ox' \ ox ox' \ ox 09 (4.89)
kde
[ O°E, 0°E, 0’E, |
XX, O%OX,  OXOX,
o (€, o’E,  0°E, O’E,
ol G )7 o mmant T Brn <R 40
O°E,  &E,  O%E,
| 0%, 0% 0%, 0%, O%,OX, |
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[ O°E, 0’E, O°E, |
XX, O%OX,  OXOX,
o (€, | 2B & R |
M(X):W(Ej: %, Ok, T okox, | SR (4.91)
o°E,  &E,  O%E,
| 0%, 0% 0%, 0%, O%,0X, |
Nyni obé rovnice (4.84a) a (4.87) pfepiSeme do tvaru
o (6E
M(X)X — A(X)A =, — —| —X |X, 4.92
(%= AGOA=T, - £ T (492
AT (x)% = -AT (X)x. (4.93)
Nyni oznaCme
o (6E ,
a(x,x,t)=f ——| —=% %, b(x,x)=-AT (X)X 4.94
(D=~ 2o T blxi=-A"(0) (4.94

a miZeme obé rovnice (4.92) a (4.93) piepsat do tvaru

[AD/(I’x), AEJX)}DJ - [aé(xxxxt))} (4.95)

coZ je rovnice shodnd s rovnici (4.52), kterou jsme ziskali aplikaci principu virtualnich praci.

4.6 Aplikace na Lagrangeovy rovnice Il. druhu a smiseného typu

Abychom ukézali souvislost mezi principem virtudlnich praci a Lagrangeovymi rovnicemi II.
druhu a smiSeneho typu, feSme priklady 4.1 4.2 a 4.3 pomoci Lagrangeovych rovnic.

Priklad 4.4

Na obr. 4.7 je znazornén mechanismus s harmonickou vackou. Sestavme pohybovou rovnici
pomoci Lagrangeovych rovnic Il. druhu za pomoci popisu Fidicimi zobecnénymi
soufadnicemi. Mechanismus ma 1° volnosti a za Fidici zobecnénou soufadnici si vybereme
uhel natoCeni vacky @. V takovém pFipadé je tfeba explicitné vyjadrit soufadnice za'y, jejich
derivace a variace (diferencialni pFirGistky) pomoci thlu ¢ a jeho variace

y=esing+r = dy=ecospop, Yy=epcose

. 4.96
Z=esingp = L =ecospdp, 1=epcosy. (4.96)
Kinetickou energii vyjadfime ve tvaru

1, ., 1 1. ., 1 i
E, = 5 | ,¢° +Em3y2 =5 l,¢° +Em3e2(p2 cos’ . (4.97)

E . . E N N 2
a—F =1,¢+me’pcos’ o, i[a—kj = 1,6+ me’pcos’ g — 2m,e*p’sin pcosp, (4.98)
% = —m,e’¢*sin pcos . (4.99)
4
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Zobecnénou silu uréime stejnym zplsobem jako pFi aplikaci principu virtualnich praci tak, Ze
srovname virtualni praci vsech silovych G¢inkd pdsobicich na soustavu (kromé setrvacnych)
s virtualni praci zobecnéné sily. S ohledem na (4.76) piSeme

F,0p = Mop —(F +m,g)dy —m,gox, (4.100)
a s ohledem na (4.96) dostaneme

F,00 = Mdp —(F +m,g)ecosdp —m,ge cospip, (4.101)
z Cehoz plyne

F,=M —(F +m,g)ecosp—m,gecose. (4.102)
Po dosazeni (4.98), (4.99) a (4.102) do (4.76) (n=1) dostaneme

M —1,p—|F +m,g +me@cosep—mep’sin g +m,glecosep =0, 4.103
A 3 3 3 2

coZ je rovnice identickd s (4.24).

Priklad 4.5

Na obr. 4.8 je znazornéna soustava s dvéma ° volnosti. NaSim Ukolem necht’ je sestavit
pohybové rovnice pomoci Lagrangeovych rovnic Il. druhu za pomoci popisu Fidicimi
zobecnénymi souradnicemi, za které volime napf. @ay . Poloha soustavy na obr. 4.8 je

popséna tfemi souradnicemi ¢, 7 a 'y, z nichz y explicitné vyjadfime pomoci ¢ ve tvaru

y=r,sing = d =r,Co0spop, Y=r,pCcose. (4.104)
Kinetickou energii vyjadfime ve tvaru

1 ., 1 ., 1 .
Ek :E|2¢2+Em4y2+5|51//2. (4105)

Po vyjadreni kinetické energie pomoci Fidicich zobecnénych soufadnic mdZzeme s ohledem na
(4.104) pséat

E, :%Iz(p2+%m4rj(p2 COSZ¢+%|51/12. (4.106)

Derivace potfebné pro dosazeni do (4.76) maji tvar

6 Kk . 2 . 2 d aEk . 2 . 2 2 .2 -

6_¢ = lL,p+m,r,;pcos g, P % = L,p+m,r,;¢cos” ¢—2m,r, ¢ sin pcosey, (4.107)

% = —m, I ¢’ sin pCoS . (4.108)
»

Nyni udélime soustavé virtualni posunuti op #0, oy =0. Zobecnénou silu F, ziskame

srovnanim virtualni prace zobecnéné sily a silovych G¢inkd pdsobici na soustavu (kromé
setrvacnych G¢ink() pfi daném virtualnim posunuti

F,00 =M, dp+K(y - y)d. (4.109)
Po dosazeni (4.104) do (4.109) dostaneme
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F,00 =M, ¢+ K(ry —r,sin @)r, cos p dp (4.110)
a po vykréceni o¢ dostaneme

F, =M, +k(rw —r,sin p)r, cose. (4.111)
Dosadime-li (4.107), (4.108) a (4.111) do (4.76) dostaneme prvni pohybovou rovnici

1,é+m,r2pcos? @ — m,r2p*sin pcosg = M, + k(L —r, sin p)r, cos e, (4.112)

coz je rovnice identicka s (4.28). Podobnym zplisobem postupujeme i v pripadé druhé Fidici
zobecnéné souradnice.

GE, . d[éE )

v S(%B_ 4.113
oy ¥ dt [ oy j ¥ ( )
B _g (4.114)
50 .

Udélime soustavé virtualni posunuti 6p =0, o =0 a srovname virtudlni préaci zobecnéné
sily F,, s virtualni praci silovych G€ink{ pfi daném virtualnim posunuti

F, oy =-M oy —Kk(ry —1,sin o)r,6y. (4.115)
Po vykraceni oy dostaneme

F, =-M, —k(ry —r,sinp)r. (4.116)
Dosadime-li (4.113), (4.114) a (4.116) do (4.76) dojdeme k druhé pohybové rovnici ve tvaru
. =-M, —k(rw —r,sin p)r, (4.117)

coZ je rovnice identicka s (4.30), ke které jsme dospéli aplikaci principu virtuélnich praci.

Priklad 4.6

Jako posledni si uvedeme pfiklad obdobny pFikladu 4.3 (obr. 4.8) na sestaveni pohybové
rovnice soustavy, jejiz poloha je popsana zobecnénymi soufadnicemi m=3, (¢, v, y).

Vektor zobecnénych soufadnic a jeho virtualnich pFirlistk( bude podobné jako v pFikladu 4.3
mit tvar

@ op
X=\y| X=|dy| (4.118)
y 2
ProtoZe soustava ma n = 2 ° volnosti, je tfeba pfidat r = m —n =1 vazebni podminku
f(x)=f(x)=y-r,sinp=0, (4.119)
Kinetickou energii vyjadiime pomoci uvedenych zobecnénych souradnic ve tvaru
E, =%|2¢2+%m4y2+%|5¢/2. (4.120)
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PFislusné derivace maji tvar

d ( 6E, . d(oE . d(éE N

G1% oy 6 L Bl oy & S| om,y, 4.121
dt[aqzj 24 dt[ay'/j 2 dt[ayj o ( )
OE, _ OE, _ OE, _0 (4.122)
dp Oy oy

Nyni udélime postupné nenulova virtualni posunuti: Pro o # 0, oy =0, dy = 0 dostaneme ze
srovnani virtualnich praci

F,op=M,5p=F, =M, (4.123)
pro op =0, oy # 0, oy =0 dostaneme
F, oy =-M, 0y —k(y —-y)oy = F,=-M,-kg(y-y) (4.124)
apro op=0, Sy =0, & =0 bude prislusna virtudlni prace a zobecnéna sila mit tvar
F,&y =k —y)y = F, =k(ry-y) (4.125)
Déle vyjadrime derivace omezeni (4.119) podle zobecnénych soufadnic
_ﬂ_

) 99 | [—r,sing
ofx)_at) _| ot || 4 | A(X). (4.126)

OX OX oy

of 1

Loy |

Nyni jiz mizZeme sestavit prvni tfi algebro-diferencialni rovnice pro nezndmé ¢, v, ya Al
dosazenim (4.126), (4.121-4.125) do (4.84b)

I, =M, —Ar,cose,

L7 =M, —K(tr — y)r, (4.126)
m,y =k(ry —y)+ 4.

Tyto rovnice mohou byt zapsany v maticové formé

MX(t) =f,(t)+ AX, (4.127)
kde
l, M, —-r,sing
M = I , .= -M, —k(ry —y)r|, Ax)= 0 , A=A (4.128)
m, k(i —y) 1

K rovnici (4.127) jeSté musime pridat dvakrat derivovany vektor omezeni (4.119) (v nasem
pFipadé jen jeden prvek)

f(x)=f(x)=y-r,sinp =0, (4.129)
f(x)=y-rpcosg =0, (4.130)
f(x)=y—r@pcosp+rg*sing=A" (x)X(t)=0. (4.131)
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Po pfipojeni (4.131) ve skalarnim tvaru k rovnicim (4.126) mlzZeme celkovou soustavu
algebro-diferencialnich rovnic zapsat ve tvaru

1, 0, 0, -rcosp| ¢ M,
0, l,, 0, 0 || —ke(ry —y) (4.132)
0, 0, m,, 1 y k(rsl// - y)

-r,cosp, 0, 1, 0 -4 — 1@’ sing

kterd je identicka se soustavou (4.61) ziskanou pomoci principu virtualnich praci. Podobné
v maticovém tvaru mizeme pripojit maticovy tvar (4.131) k rovnici (4.127) a dostaneme

w0 ) |-y L] 0139

coZ je rovnice identicka s (4.52), kde vektor nelinearnich zobecnénych setrvacnych sil
f,(X,x) a vektor nelinedrnich elastickych a viskoznich sil f (x,x,t) jsou nulové.
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5. Kmitani linearnich diskrétnich soustav

V této kapitole se omezime na slabé tlumené linearni dynamické kmitavé systémy diskrétni,
tzn. s koneénym poctem stuprid volnosti a stzv. komutativni matici tlumeni (bude nizZe
specifikovano). Tyto systémy jsou popsany obecné soustavou obyCejnych diferencianich
rovnic druhého fadu. Navic se omezime na systémy s konstantnimi symetrickymi
koeficientovymi maticemi. Pro zajemce o problematiku kmitani obecnéjSich systémd
(kontinua, diskrétni systémy s obecnymi koeficientovymi maticemi, stochastické systémy
apod. odkazujeme na literaturu [5]. Déale predpokladame symetrii koeficientovych matic
hmotnosti tlumeni a tuhosti a stabilitu vysetfovanych systémi. Existuje cela rada definic
stability kmitavych systém(. My se zde omezime na slovni vyjadreni, které jako stabilni
oznacuje systém, jehoz zobecnéné vychylky bez vlivu vnéjsiho plsobeni zlstanou omezené.
Podle této definice sem spadaji i systémy netlumené, které nevykazuji disipaci (pohlcovani)
energie a jejich zobecnéné vychylky v Case neutuchaji. V pFipadé, Ze se s Casem limitné tyto
zobecnéné vychylky blizi k rovnovazné poloze bez plsobeni vnéjsich G€inkl (systémy
vykazujici tlumeni), oznaCujeme tyto systémy jako asymptoticky stabilni. V celé této kapitole
budeme fesit tzv. poCatecni lohy, které maji vzdy FeSeni.

Poznamka:

Pocéatecni Ulohou FeSeni diferencialni rovnice r-tého radu (nejvyssi derivace podle Casu) je
mySlen problém FeSeni této diferencialni rovnice (nebo soustavy rovnic) s tim, Ze jsou zadany
0,1,..., r—1-té derivace vektoru neznamych v jednom Casovém okamZziku t=t, a nejcastéji

budeme volit t, = 0.

5.1 Pohybové rovnice

Pomoci napf. metod analytické mechaniky uvedenych ve 4. kapitole sestavime pohybovou
rovnici, ktera v pfipadé linearnich diskrétnich systémd dostava tvar

Md(t)+ Bq(t) + Kq(t) =f(t), (5.1)

kde M,B,KeR"", f(t)eR" a q(t)e R". Matice M,B,K byvaji zpravidla oznaovany
postupné jako matice hmotnosti, tlumeni a tuhosti. Symboly f(t) a q(t) predstavuji vektory
zobecnénych sil a vychylek. Zobecnénymi vychylkami mohou byt i Ghly natoCeni a pak
odpovidajici zobecnéna sila m& vyznam momentu. Aby rovnice (5.1) byla jednoznacné
reSitelnd, je tfeba zadani doplnit poCatecnimi podminkami ve smyslu posledni poznamky

d,=9(0)eR", @g,=0¢(0)eR". (5.2)

Regeni, které si zde uvedeme, bude vyuZivat rozkladu do vlastnich tvari kmitani, pomoci tzv.
modalni metody. Vychodiskem feSeni pomoci modalni metody je urceni tzv. vlastnich tvar(i
kmitu (vlastnich vektord, médd) a vlastnich ¢isel (obéma mnozindm Fikdme modalni a
spektralni veliciny), které pro Glohy popsané v této kapitole tvoFi kvadraty vlastnich frekvenci
uvedenych v jednotkach [rad/s]. Pro ziskani zminénych veli¢in je tfeba provést modalni

analyzu.
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5.2 Modalni analyza

U linearnich systémi nejsou modalni veliiny ovlivnény vstupni veli¢inou (buzenim) a
v pripadé slabé tlumenych systém ani tlumenim. Staci si uvédomit, jaky je vztah mezi vlastni
frekvenci tlumeného a netlumeného systému [2]

0, =OV1-D?, (5.3)

kde Q,, Q, D jsou postupné vlastni frekvence tlumeného systému, vlastni frekvence
netlumeného systému a pomérny Utlum. Predpokladame-li, Ze pomérny atlum strojnich
konstrukci byva D €(0.01+0.05) je rozdil mezi vlastni frekvenci netlumeného a tlumeného
systému AQ=Q -Q, e (5e —5+1.25e — 3)Q2.S ohledem na tuto skute€nost mizeme modalni
analyzu provést na netlumeném a nebuzeném systému, jehoZ pohyb je popsan rovnici

Mg(t)+ Kq(t) = 0. (5.4)

Jak ukazala praxe, vychylky netlumenych systému jsou pfi kmitani jednotlivymi tvary kmitu
(bude vysvétleno nize) vidy ve fazi nebo v protifazi a nejsou viici sobé Gasové posunuty.
Proto pri feSeni (5.4) vystaCime s redlnou aritmetikou a pfedpokladame feSeni ve tvaru

q(t)=vsinQt, (5.5)

kde kmitani ve fazi nebo protifazi vyjadii znaménko prislusneho prvku vektoru amplitud v.
Po dosazeni pfedpokladaného feSeni do (5.4) a vykraceni ¢asovou funkci sin Qt dostaneme

(K-0*M)v=0. (5.6)

Rovnice (5.6) pfedstavuje problém vlastnich Cisel. Zde budeme predpokladat, Ze pro kazde

s w7

napf. i-té vlastni ¢islo bude nulita (defekt) matice K —Q’M (rozdil mezi fadem matic M, K
a hodnosti matice K —-Q’M) rovna nasobnosti i-tého vlastniho Cisla. Pak je systém

s w7

jednoduché struktury (i kdyZ obsahuje nasobna vlastni €isla). Tento predpoklad byva v drtivé
vétsiné pripad spInén a pro nenulové vlastni ¢islo miZe nastat s pravdépodobnosti nula
(napf. v prostoru dvou parametr(i systému by hodnoty téchto parametrd musely padnout na
kfivku leZici v této roving). Z tohoto dlivodu je predpoklad opravnény. Rada metod
numerického Feseni problému vlastnich ¢isel je uvedena napf. v [5]. Formalné mlzeme Feseni
(5.6) popsat takto. Na jedné strané existuje trivialni (nulové) feSeni vektoru v. Pro nas je vSak
dalezité netrivialni Feseni, které pro homogenni soustavu linearnich algebraickych rovnic
existuje jen tehdy, kdyz je determinant matice koeficient(i nulovy, tj.

det(K —Q*M)=0. (5.7)

ReSenim této (frekvencni, charakteristické, sekularni) rovnice je n reélnych kofend
QFi=12,.... ,N. (z linearni algebry vime, Ze vlastni Cisla zobecnéného problému vlastnich
Cisel Ax =/Bx jsou v prFipadé symetrickych matic A a B realnd). U kmitavych systémi
predstavuje symbol Q. tzv. vlastni frekvence [rad/s], coz jsou frekvence, kterymi je schopen

linearni systém kmitat bez vnéjsich vlivli (volné kmitani). O tom, jakou vlastni frekvenci nebo
frekvencemi systém volné kmita, rozhoduje jeho pocatecni konfigurace. V pfipadé
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nasobnych kofenl kazdy koren pocitame tolikrat, kolik je jeho nasobnost. V praxi se rovnice
(5.7) nikdy nefesi jako transcendentni rovnice (polynom n-tého stupné pro Q?), ale b&znymi
metodami pro FeSeni zobecnéneho problému vlastnich Cisel matic Ax = ABx , které jsou
uvedeny napf. v [5]. ReSeni (5.7) jako transcendentni rovnice by nebylo moZné nejen
z ¢asovych dlvod, ale i z dlivodu preteceni paméti pro soustavy velkych Fadd, jaké vzniknou

zejména pfi pouziti MKP. Po dosazeni vlastnich &isel Q7, i=1 2, ..., n, do rovnice (5.6)
(K-Q?M)v, =0 (5.8)

a jejim feSenim ziskame n vlastnich vektor( v,, i =1, 2, ..., n. ProtoZe uvaZujeme jen systémy
jednoduché struktury, odpovida kazdému vlastnimu Cislu jeden vlastni vektor, to znamena, ze
napf. vlastnimu &islu Q7, které je n,-nasobné, odpovida n vlastnich vektord. Vlastni vektory
odpovidajici jednoduchym vlastnim ¢isliim sz jsou urceny jednoznacné az na nasobnou
konstantu - matice koeficienti v (5.8) ma hodnost n—1=>defekt =1. To se uskutecni nap¥.
tak, ze prvni prvek vektoru v; zvolime a ostatni prvky vektoru dopocitame. V pripadé n-
nasobného Cisla Q7volime pro kazdy vlastni vektor (celkem n.) odpovidajici tomuto
vlastnimu €islu n, prvkd tak, aby vSechny n. -tice byly nezavislé a ostatni prvky vzdy
dopocitame.

Ortogonalita vlastnich vektor(
NapiSme rovnici (5.8) pro i a j-té vlastni Cislo, prvni resp. druhou ndsobme v? resp. v; zleva

a druhou transponujme. Pak dostaneme
VI (K-QM)v, =0, (5.9)
VI (K-Q2M)v, =0. (5.10)

Kdyz tyto rovnice od sebe odecteme, dostaneme
(Q?-0%)vIMy, =0. (5.11)
Z posledniho vztahu plyne

0 Q #Q;

. 12
2 PP g =q (612)

ViMy, :{

Ze vztahu (5.11) a (5.12) mizeme soudit, Ze vlastni vektory jsou ortogonalni pro rdizna

vlastni isla. Pro nasobna vlastni Cisla obecné nemusi byt vlastni vektory ortogonalni, proto je
vhodné je ortogonalizovat. Z ddvod, které vyplynou pozdéji, bychom chtéli, aby platilo

VIMv, =&, (5.13)

kde o; je Kroneckerv symbol. Sestavime-li viastni vektory splfiujici (5.13) do jisté matice
tak, aby tyto vektory tvofrily jeji sloupce, mizeme psat
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V=[v, v, -, v,]JeR™. (5.14)
Matice V se nazyvd modalni matice a splfiuje podminku
VMV =1, (5.15)

kde 1eR"™" je jednotkova matice. Vztahy (5.13) a (5.14) vyjadfuji nejen ortogonalitu, ale i
podminku normy viMv, =1, i=1,2,..., n. Proto je tfeba provést ortonormalizaci. Pro tuto

chvili ozname neortogonalizované a nenormované vlastni vektory sestavené do modalni
matice tildou, tzn.

~

V=V, V,, -, V,]JeR™. (5.16)
Provedeme-li s matici V podobnou operaci jako v (5.15), dostaneme

VMV =Q, (5.17)

kde matice QeR™ je téméf diagonalni, jen na diagonale v mistech prvkl vzniklych
soucinem sloupcli matice Vv, odpovidajicich nasobnym vlastnim ¢isldm Q?, se mohou
objevit nenulova pole fadu n.. Ortonormalizaci provedeme tak, Ze matici Q rozloZime
Choleského rozkladem

Q=L"L (5.18)

na dvé trojuhelnikové matice. K tomu je tfeba, aby matice Q byla symetrickd a pozitivné
definitni. To je splnéno v pfipadé, Ze matice hmotnosti M je symetricka a pozitivné definitni,
tzn. také rozlozitelnd Choleského rozkladem M =L]L,. Da se dokazat, Ze matice hmotnosti
M je vzdy pozitivné definitni, neobsahuje-li soustava nehmotné stupné volnosti. Velmi
snadno se o tom presvédcime, vyjadfime-li Kinetickou energii ve tvaru kvadratické formy
vektoru zobecnénych rychlosti (ndsledujici tvar plati pro soustavy neobsahujici rotujici ¢leny)
E, = %qTMq :

Tento vyraz je vzdy kladny, plati-li ¢ =0, protoZe kineticka energie nemlze mit zapornou
hodnotu. Z toho plyne pozitivni definitnost matice hmotnosti. Posledni vyraz nemusi platit
zejména pro soustavy obsahujici rotujici ¢asti. Pak se ve vyrazu pro kinetickou energii objevi
¢len obsahujici matici gyroskopickych G¢ink(. Pak miizeme (5.17) prepsat do tvaru

VILILV=0Q. (5.19)

Ze vztahu (5.19) je ziejmé, Ze pro libovolny vektor x bude platit x'Qx >0, protoZe podle
(5.19) plati  Xx"V'LIL,Vx=X"%>0, kde jsme oznagili X =L, Vx. Oznaéime-li L=L,V,
dostaneme ze vztahu (5.19) vztah (5.18). Dosadime-li (5.18) do (5.17) a vynasobime-li celou
rovnici zleva L a zprava L™, dostaneme

L™V MVL =1. (5.20)
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Srovname-li vztahy (5.20) a (5.15) je zfejmé, Ze ortonormalizovana modalni matice ma tvar
V=VL" (5.21)

Tento zplisob ortogonalizace se nazyva Schmidtdv ortogonalizacni proces. Pro modalni matici
vypocitanou podle (5.21) jiZz plati poZadavek (5.13) a jeho kompaktni tvar (5.15). Pro
jednoducha vlastni Cisla (; # Q; pro i# ) vyjde matice Q diagonalni

VMV = Q = diag {7l MV, |, (5.22)
a normalizaéni matice ma tvar

Vi MV,

To znamen, Ze jednotlivé vektory normujeme podle vztahu

Vi = % (5.24)
VI MV,

PrepiSme (5.8) s ohledem na (5.13)

ViKv, =QVIMy, =Q/5; (5.25)
G

coz mliZzeme zapsat v kompaktnim tvaru
VIKV =A, (5.26)

kde /\:diag{Qf} je tzv. spektrélni matice. Vysledkem modalni analyzy diskrétnich

matematickych modelll se slabym tlumenim a se symetrickymi maticemi M, B, K jsou
modalni a spektrélni matice spliiujici podminky

VIMV =1, VIKV=A| (5.27)

Vztahy (5.27) mohou byt také napsany obracené tak, Ze ze znalosti modalni a spektralni
matice uréime matici hmotnosti a tuhosti vynasobenim obou rovnic zleva V' a zprava V™".
Témto vztahlim se Fika konstrukéni vzorce a maji tvar

M=VTVi=(WTJ",  K=VTAV® (5.28)

5.3 VoIné kmitani slabé tlumenych systémi s komutativni matici tlumeni

V této podkapitole se omezime jen na matematické modely s tzv. komutativni matici tlumeni.
Komutativni matice tlumeni je takova matice, ktera splfiuje podminku
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V'BV =T =diag{2D,Q, }, (5.29)
to znamena, Ze je diagonalizovatelnd pomoci modalni matice, jako matice M a K.
Z pozadavku, aby matice I byla diagonalni, plyne skute€nost, Ze komutuje s jakoukoliv
diagondlni matici, napf. A. Rovnost

Al =TA (5.30)
mizeme prepsat pomoci vztahl (5.27) a (5.29) do tvaru

V'KV _V'BV=V'BV_V'KV. (5.31)
Jestlize prvni vztah (5.27) (VTMV = 1) invertujeme, dostaneme

ViIMivti=], (5.32)

Tuto matici nyni vloZme do naznaCenych mezer ve vztahu (5.31) a ziskdme podminku
komutativity matice tlumeni ve tvaru

KM™B=BMK . (5.33)

Zvlastni pfipad komutativni matice tlumeni je tzv. matice proporcionalniho tlumeni, kdy je
matice tlumeni line&rni kombinaci matice hmotnosti a matice tuhosti, tzn.

B=aM+ K. (5.34)

O diagonalizovatelnosti matice B se snadno pfesvédcime, kdyZz dosadime (5.34) do (5.29) a
dojdeme ke vztahu

VBV =V (aM+ KN =aV'MV+ V'KV =al + A (5.35)
Vysledkem je soucet dvou diagonalnich matic, coz je opét diagonalni matice. Pfipomefime si

pohybovou rovnici popisujici volné kmitani soustav s komutativni matici tlumeni, kterd ma
tvar (5.1) s nulovou pravou stranou

Mg(t)+ Bg(t)+ Kq(t)=0 (5.36)
s nenulovymi pocate¢nimi podminkami

a(0)=d, 6(0)=1. (5.37)
Misto vektoru zobecnénych soufadnic zavedeme vektor modalnich souradnic vztahem
q(t)=vx(t)

Po dosazeni posledniho vztahu do pohybové rovnice (5.36) a vynasobeni celé rovnice zleva
matici V' dojdeme ke vztahu
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VITMVx(t)+VTBVx(t)+V'KVx(t)=0, (5.38)

| r AN

coZ je soustava n nezavislych diferencialnich rovnic z nichZ i-ta ma tvar

% (t)+2D,Q;x, 1)+ Q7x (t)=0 (5.39)
a reSeni [7]
x,(t)=e " (e, cosQpt+ £ sin Q) (5.40)

kde Qg =Q,;41-D/ je i-ta vlastni frekvence tlumeného kmitani. Vztahu (5.40) odpovida
maticovy tvar

x(t)=E(t)[C(t)a +S(t)B], (5.41)
g cosQ,t
E(t)= e . Clt)= st . (542
| g Dnl | cosQ, t
sin Q,t a, )
S(t)= SNzt Ca=|%| gl (5.43)
| sin Q, t oén ,6.’n

Vréatime-li se k plvodnim zobecnénym soufadnicim, dostaneme
q(t)= Vx(t)= VE(t)[C(t)a +S(t)B]. (5.44)

Pro urceni vektor(l integracnich konstant o a B potfebujeme prvni derivaci vektoru
zobecnénych vychylek (5.44) podle Casu, ktera ma tvar

q(t)=-VDQE(t)[C(t)a +S(t)B]+ VE(t)Q, [ S(t)a +C(t)B], (5.45)
kde
Dl Ql QDl
D2 QZ QDZ
D= . , Q= . , Q= . . (5.46)
Dn Qn QDn

Dosadime-li do vztah( (5.44) a (5.45) pocateéni podminky (5.37), mame
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q,=Voa=a=V7q,,
4, =-VDQa+VQ B =B=Q Vg, +VDQVig,) (5.47)

Vypocitané vektory integraCnich konstant dosadime do FeSeni (5.44) a dojdeme ke vztahu
q(t)= VE(t)[C(t)V g, +St)QaV (g, + VDQV g, )| (5.48)

Vektor zobecnénych rychlosti ziskdme dosazenim (5.47) do (5.45). Inverze diagonalni matice
Q_, necini potizi, avsak pro velké rozméry matic je vhodné se inverzi matice V vyhnout tak,

Ze ortonormalizagni vztah (5.15) vynasobime zprava matici V™ a dostaneme
V1i=V'M. (5.49)

Ve svétle posledniho vztahu miizeme napsat (5.48) ve tvaru

q(t)= VE(t)|C(t)V"Ma, +S(t) 2V M(g, + VDQV Mg, )| (5.50)

Pro netlumené soustavy sta&i dosadit do viech &lenli D, =0, tzn., ze E(t)=1, D=0, Q, =Q,
S(t)=diag{sin Q;t}, C(t)=diag{cosQ;t}.

5.4 Vynucené kmitani slabé tlumenych systém( s komutativni matici tlumeni

PFi feSeni vynuceného kmitani jmenovanych modeld prevedeme pohybovou rovnici (5.1) do
kanonického tvaru v modalnich soufadnicich podobnym zplsobem, jak jsme to ucinili
v pripadé volného kmitani, tzn. v rovnici (5.38). Zavedeme substituci g(t)=Vx(t), dosadime

do (5.1) a vyslednou rovnici pronasobime zleva matici V'. Pak dostaneme

T G T . T _\/T
Y II\/IVx(t)+V PVX(t)+v /}\<Vx(t)_V f(t). (5.51)

Posledni maticova rovnice predstavuje opét soustavu n nezavislych diferencialnich rovnic
% (t)+2D.QX% (1) + Q. (t) = vi f(t). (5.52)

Pro zkraceni psani a pro tento okamzik vynechame index i, takZe reSime rovnici
X(t)+2DOx(t) + Q*x(t) = V' (t), (5.53)
jejiz FeSeni se skladd z homogenniho FeSeni

X" (t)=e ™ (acosQt + Bsin Q.t) (5.54)

a partikularniho FeSeni, pro jehoz nalezeni pouzijeme fundamentalni funkce obsaZené
v homogennim FeSeni (5.54). Obé fundamentélni funkce oznacime symboly

y,(t)=e""%cosQpt,  y,(t)=e"MsinQt. (5.55)

Pfedem je tfeba poznamenat, Ze fundamentalni funkce (5.55) spliiuji rovnici (5.53) bez pravé
strany. Partikularni feSeni rovnice (5.53) budeme hledat ve tvaru linearni kombinace
fundamentalnich funkci (5.55) (zkracené psano)
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Xp(t) = Cl(t)yl(t) + Cz(t)yz(t) =C Y +GY,, (5.56)

kde c/(t)ac,(t) jsou hledané Casové funkce (variované konstanty). Partikularni Fedeni

dosadme do rovnice s pravou stranou (5.53). Ztoho divodu dvakrat derivujeme rovnici
(5.56) podle ¢asu (piSeme zkraceng)

XF(t)=¢y, +cy, +6,Y, +C,Y,, (5.57)
a vybereme-Ili ze v3ech partikuldrnich FeSeni ta, pro ktera plati

Gy, +6Y, =0j (5.58)
dostaneme prvni a druhou derivaci partikularniho feSeni ve tvaru

xF(t)=cy, +¢,Y,, (5.59)
XP(t)=¢y, +c¥, +6,Y, +C,V,. (5.60)

Vztahy (5.56), (5.59) a (5.60) dosadime do plvodni pohybové rovnice respektujice fakt, ze
fundamentalni feSeni spliiuje pFidruzenou homogenni rovnici (vyrazy oznacené hvézdickou a
dvéma hvézdickami jsou dohromady rovny nule)

¢ Y, +CY, +6Y, +C,V, + ZDQ(cly1 + czyzj + Q{cly1 + czyzj = V'f(t) (5.61)
* **k * **k * **k
a dostaneme

Gy, +GY, = VTf(t)- (5.62)

Ze ,,zaramovanych“ rovnic (5.58) a (5.62) dostaneme

T T
Pl fOy, ¢, = fOy, (5.63)
Yi¥o = V1Y, Yi¥o = %1Ys

Jmenovatele ¢asovych derivaci variovanych konstant miizeme vyjadfit s ohledem na (5.55)

Yi¥s = VY, = Qo™ (5.64)

a po dosazeni do (5.63) dostaneme

¢ =—iva(t)eDQtsin Q.t =%, ¢, =iva(t)eDQt cosQt =%. (5.65)
Q, dt Q, dt

Pronasobenim obou rovnic dt separujeme proménné a po integraci dostaneme
1 1
c =——jva(t)eDQTsin Q.rdz, ¢, =—IVTf(t)eDQTCOSQDrdr. (5.66)
QD 0 QD 0
Po dosazeni (5.66) do (5.56) dojdeme ke vztahu

t
xP(t) = —Qijva(t)eDQT sinQurdz e ® cosQpt+
Do

t t
+Qijva(t)eDQ’ cosQyrdzr e *¥sinQpt = Qijva(t)eDQ(”’ sinQ,(t—7)dz. (5.67)
Do

Do
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Vréatime-li se k indexim i pro jednotliva Feseni, mizeme celkové feseni i-té modalni vychylky
napsat ve tvaru souctu homogenniho (5.54) a partikularniho feseni (5.67) (psano s indexem i)

t

X, (1) = e % (e cosQpt + £ sin QDit)+QiJ.vin(r)eDiQi(”’ sinQ,(t—7)dz. (5.68)
Di 0
Posledni vztah lze zapsat v kompaktni formé

X(t) = E(t)[C(t)a +S(t)B]+ QDlj E(t—7)S(t—7)V'f(r)dr (5.69)

a dale mizeme prejit zpét k zobecnénym souradnicim pomoci transformacniho vztahu
q(t) = Vx(t), takze dostaneme

q(t) = VE(t)[C(t)a + S(t)B]+ VQDlj E(t—7)S(t—7)V'f(r)dz, (5.70)

kde matice obsaZzené ve vztahu (5.70) byly definovany ve vztazich (5.42) az (5.46). Vektory
integracnich konstant a a B ziskame z pocateCnich podminek. Proto musime posledni vtah
derivovat podle Casu. Derivujeme podle proménné obsazené nejen v integrandu, ale také
v mezi integralu. Proto si pfipomeneme vztah pro derivaci integralu

»(t)

g(t)= [ f(t.r)de (5.71)

dg Z‘”Zf)&f(t,r)

T dz+@)(t)f [, () t]- ! (t) F [ (t) t] (5.72)

V naSem pripadé

%{j E(t-7)S(t—7)V'f(r)d r} = j[— DQE(t—7)S(t— )+ Q E(t—7)C(t— )]V f(z)d .
| | (5.73)

Druhy a treti ¢len v (5.72) jsou nulové. Nyni jiz mdzeme vyjadfit derivaci celého vektoru
zobecnénych vychylek (5.70) ve tvaru

q(t)=-VDQE(t)[C(t)a +S(t)B]+ VE([)Q, [C(t)B -S(t)a]+

+ VQBlt [-DQE(t—7)S(t—7)+ Q. E(t—7)C(t—7)]V'f(r)dr. (5.74)

0

Po dosazeni pocatecnich podminek do (5.70) a (5.74) dostaneme (t =0)

q,=Va = a=V7q,=V'Mq,, (5.75)
G, =—VDQVTMg, +VQ,B = B=Q2(V Mg, +DQV'Mq,) (5.76)
%/_/

a
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Celkové feseni nyni mlizeme napsat ve tvaru
t
a(t) = VE()[C(t) VMg, +S(t) Qg (VT M4, + DQV M, )|+ VQg [ E(t - 7)S(t - 2)VTf(z)d .
0
(5.77)

Jak zndmo z teorie diferencidlnich rovnic, partikularni feseni mize byt jakakoliv funkce
spliiujici (kromé pozadovanych podminek diferencovatelnosti) pfislusnou diferencialni
rovnici s pravou stranou. V naSem pripadé, kdy jsme dospéli k partikularnimu FeSeni pomoci
variace konstant (konvolutorni integral (5.67)), toto feSeni odpovida celkovému FeSeni rovnice
s nulovymi pocatecnimi podminkami. To ma za nasledek skutecnost, Ze integracni konstanty
celkového FeSeni jsou totozné s integraCnimi konstantami samotného homogenniho FeSeni.
Proto prvni sCitanec v (5.77) je totozny s FeSenim volného kmitani (5.50). Zde je tfeba si
uvédomit, Ze V' =VTM. Zavérem mlzeme Fici, Ze celkové fedeni (5.77) se sklada z Feseni
rovnice (5.1) bez buzeni a z FeSeni s buzenim, avsak s nulovymi poCate¢nimi podminkami.
Pokud bychom vsak zvolili nebo odhadli partikularni feSeni v jiném tvaru, nez je konvolutorni
integrél (5.67), napf. ve tvaru funkce buzeni, je tfeba integracni konstanty pocitat z celkového
reSeni.

5.5 Odhad partikularniho FeSeni soustavy buzené harmonicky s vyuZitim komplexniho
tvaru pohybové rovnice

Predpokladejme, Ze chovani kmitavého systému je popsano pohybovou rovnici

Mg(t)+Bq(t)+ Kaq(t) =f, cosat +f, sin wt, (5.78)

kde f, resp. f, je vektor amplitud kosinovych resp. sinovych slozek. Oba vektory jsou realné.
Pravou stranu mliZeme prepsat do tvaru

f,cosat +f,sin wt =f_ cosat +f cos(a)t —%) (5.79)

Na buzeni (5.79), které je redlné, se mizZeme divat jako na redlnou slozku komplexniho
buzeni

"

f.cosat +f, cos(a)t -~ %) =fe' + fse'( 2 =fe' +fe

_iZ
e 2
\q,_—‘l

(5.80)

Zavedenim vektoru komplexnich amplitud buzeni mizZeme posledni vztah prepsat do tvaru
(F, —if )e'* =fe'”, (5.81)

ze kterého je vyznam vektoru komplexnich amplitud buzeni f zfejmy. Slovné mlizeme vztah
(5.81) komentovat tak, Ze redlna ¢ast vektoru komplexnich amplitud harmonického buzeni je
tvorfena vektorem amplitud kosinové slozky, zatimco imaginarni Cast je tvofena zaporné
vzatym vektorem amplitud sinové slozky. Dosadime-li vztah pro komplexni buzeni (5.81) do
pohybové rovnice (5.78) a podobnym zplsobem jako pro buzeni zavedeme vektor
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komplexnich vychylek 6|(t), jehoZz reélnou slozku tvori skuteCny vektor zobecnénych
vychylek, miizeme psat

Md(t)+Bq(t)+ Kd(t) = fe', (5.82)

Odhadneme-li partikularni fedeni podle pravé strany ve tvaru §(t)=q,e"" a dosadime-li je do
posledni rovnice, dostaneme amplitudovy tvar rovnice (5.82)

(-o’M+iaB +K)q, =f, (5.83)
z néhoZ ziskame vektor komplexnich amplitud vychylek ve tvaru
q, = (™M +iaB+K) T = Z(0)f = H()f, (5.84)

kde Z(w)eC"" je matice dynamické tuhosti a H(w =24 )eC""je matice dynamické
poddajnosti, ktera byva nazyvana matici frekvencnich prenost. Skutecéné partikularni feseni
vektoru vychylek dostaneme jako realnou slozku komplexniho vektoru vychylek

Re{q,e" }=Re{(q, +iq;)(cos ot +isin wt)}=q, cosmt g, sin at. (5.85)

Priklad 5.1

UkaZzme si pro ilustraci celkové feSeni netlumeného systému sn° volnosti buzeného
harmonicky pomoci odhadnutého partikularniho feSeni a pomoci vypocteného partikularniho
feSeni ve tvaru konvolutorniho integralu. Pfedpokladejme, Ze chovani kmitavého systému je
popsano pohybovou rovnici a poc¢ate¢nimi podminkami

Mg(t) + Kq(t) =f,cosawt + f sinat, q(0)=q,, ¢(0)=q,. (5.86)
S ohledem na (5.81) prepiSeme posledni rovnici do tvaru
Ma(t)+ Ka(t) = fe'". (5.87)

Po provedeni modalni analyzy ziskdme z matic M a K modalni matici V a spektralni
matici /A . Pomoci téchto matic miZeme zapsat homogenni feSeni, které ma v obou pripadech
stejny tvar (5.44)

g™ (t)=Vx" (t)= V[C(t)a + S(t)B]. (5.88)
VSechny ostatni symboly v (5.88) jiz byly vysvétleny. Horni index H vtomto pfipadé

oznaCuje homogenni FeSeni a nema nic spole¢ného s Hermiteovou transpozici. StfiSka znaci,
ze homogenni Feseni mize vyjit komplexni. Vektory integracnich konstant o a B budeme

v obou pfipadech nasledné pocitat rozdilnym zplisobem a déle s ohledem na skutecnost, Ze je
systém netlumeny, plati

E(t)=1. (5.89)
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a) Celkové FeSeni pomoci odhadu partikularniho FeSeni a modalni transformace
Nejdfive provedeme modalni transformaci

g° (t) = Vx"(t) (5.90)

a po dosazeni (5.90) do (5.87) a pronasobeni vysledné rovnice V' zleva dostaneme s ohledem
na (5.27)

— &P (1) + AXP () = Vet (5.91)
Partikularni feSeni rovnice (5.91) odhadneme podle tvaru pravé strany ve tvaru

x"(t)=xe"", (5.92)
dosadime do (5.91) a dostaneme rovnici

(A—a?)x, =V'E, (5.93)
kterd mé feSeni

x, = (A=) VT, (5.94)
Po dosazeni (5.94) do (5.92) dojdeme k vyrazu

X7 (t) = (A - 1) Ve (5.95)
a po navratu k plivodnim soufadnicim podle (5.90) dostaneme

G°(t) = V(A - o?1) VTEe ", (5.96)
Celkové feSeni je souctem homogenniho (5.88) a partikularniho (5.96) feSeni a mi tvar

q(t) = V[C(t)a+S(t)B]+ V(A - ?l) Ve, (5.97)

Skutecné FeSeni je redlnou Casti komplexniho FeSeni (5.97). Homogenni FeSeni (5.88) a tudiz
prvni sCitanec v (5.97) je reélny, proto homogenni feSeni (5.88) nebylo oznaCeno stfiskou.
(Modalni matice, spektralni matice a vlastni frekvence jsou pro nami vysetfované soustavy
realné). Prozatim z{staneme u celkového komplexniho Feseni a ke skute¢nému Feseni
pfejdeme aZ po urCeni integralnich konstant. Ty urCime z pocéateCnich podminek. Za tim
ucelem derivujeme (5.97) a piSeme

4(t) = V[- QS(t)a + QC(t)B]+iaV(A - w?l) Ve (5.98)
Po dosazeni pocéatecni podminky q(0)=q, do (5.97) dostaneme

q, = Va+V(A-?l) VT, (5.99)
ze které plyne (V' =V'M)

a=V'Mq, - (A-?) VT, (5.100)
Nyni dosadime pocate¢ni podminku ¢(0)=q, do (5.98) a mame

4y =VQB+iaV(A-?l) VT, (5.101)
ze které plyne (V' =V'M)
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B= leTl\/|[q0 - iwv(/\—wzl)’lva] . (5.102)

Ze tvaru vektord integracnich konstant je zfejmé, Ze jsou ovlivnény i buzenim (pravou stranou
pohybové rovnice (5.87)) a jsou obecné komplexni. Toto pravidlo neplati jen v pfipadg, Ze
partikularni feSeni vypocitame pomoci variace konstant (vysledkem je konvolutorni integral),
jak uvidime dale. Nyni vyjadfime celkové komplexni feSeni (5.97), kam dosadime vypocCtené

vektory integracnich konstant (5.100) a (5.102). Po malé Upravé dostaneme
§(t) = VC(t)V'Ma, - VC(t)A - ?1) VT + VS(H)Q VMg, - (5.103)
—iaVS(HQ YA - 1) VT + V(A -?l) Ve,

Skutecné FeSeni je tvoreno reélnou Casti posledniho vyrazu, coZ si ukdZeme nize.

b) Celkové FeSeni pomoci partikularniho FeSeni ve tvaru konvolutorniho integralu a modalni
transformace

Vtomto pFipadé mlzeme pouzit homogenni Feseni jiz pfimo ve tvaru (5.50), kde
E(t)=1, Q,=Q, D=0. Dostaneme

g" (t)= VC(t)V'Mq, + VS(1)Q:'V'Mg,. (5.104)
Zde jsme homogenni feSeni oznaCili bez stfiSky, protoZe je realné. Partikularni feSeni ma
vtomto pfipadé tvar konvolutorniho integralu (druhy scitanec v (5.70)), kde
Ett-7)=1, Q,=Q, f(r)="fe'", ktery ma nyni tvar

t

G°(t)=VvQ [ s(t-r)V'fe"dr. (5.105)

0

Partikularni FeSeni je opét oznaeno stfiSkou, protoZe jsme zavedli komplexni buzeni.
S ohledem na platnost vztahu

t
Jersing, (t-r)dr = L (e —iwsinQ,t-0Q,cost) (5.106)
0 v

mizeme (5.105) prepsat do tvaru

G°(t) = V(A - &?1) le —ieQ'S(t) - C(t)VTF (5.107)
a celkové feSeni je souctem (5.104) a (5.107)

4(t) = VC(t)V' Ma, + VS(t)QV M, + V(A - ?1) Ie —ioQ'S(t) - C(t)V'T, (5.108)

coZ je tvar totozny s (5.103). V tomto druhém pfipadé je homogenni feSeni tvofeno prvnimi
dvéma Cleny (5.108) a je, jak uz bylo uvedeno, realné. Nyni mizeme vyjadrit skute¢né reseni
(FeSeni popisujici skute¢né chovani systému), jako realnou ¢ast komplexniho FeSeni (5.108).
Zde je treba si uvédomit, ze

f=f —if, a e =coset+isinat, (5.109)
takze

e'“f = f_coset +f_sin ot +i(f, sin wt —f_ coset) = Re{e‘“’tf}z f.cosat+f sinat,  (5.110)
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iof =iof, + of, = Reliof = of,, (5.111)
f=f -if, = Re{f|=f,. (5.112)
Ve svétle poslednich tfi vztah piseme realnou ¢ast rovnice (5.108) ve tvaru

q(t)=VC(t)V Mg, + VS(t)Q 'V Mg, +

+ V(A=) [V (f, coset +f, sin wt) — @Q*S()V'F, - C()VF. . G119

Priklad 5.2

Jako priklad si uvedme vypocet odezvy na impulsni buzeni dvéma zplsoby. Prvni
predstavuje zménu pocatecnich rychlosti plsobenim impulsu a dalsi vypocet odpovida
volnému kmiténi soustavy se zménénymi pocatecnimi podminkami. Pfedpokladejme, Ze
pohybova rovnice vEetné poc¢atecnich podminek ma tvar

Mgj(t) +B4(t)+ Ka(t) =is(t).  a(0)=d,, 6(0)=qs, (5.114)

kde viechny symboly na levé strané jiz byly vysvétleny a na prave strané je konstantni vektor
i ndsoben jednotkovym Diracovym impulsem. Vektor i miiZze vyjadrovat distribuci impulsu po
soustavé. Déle predpokladame, Ze impuls probéhne v nekonecné kratké dobg.

a) feSeni volného kmitani se zménou pocatecnich podminek

Z véty o zméngé hybnosti (zména hybnosti je rovna impulsu sily) mdzeme vypocitat

Md, - M, = [is(t)dt=i[s(t)dt =i = G, =q, +Mi, (5.115)
1

coz je novy vektor poc¢atecnich zobecnénych rychlosti. Ostatni pocatecni podminky zlstavaji
stejné. Nyni FeSime rovnici volnych kmit(i soustavy popsanych diferencialni rovnici

Ma(t)+ Ba(t)+ Ka(t)=0, q(0)=d, §(0)=,=0,+M™. (5.116)
Dosadime-li do vztahu (5.50) misto ¢, hodnotu ,, dostaneme vztah

a(t) = VE)[Ct)V Mg, + SOQ VMG, + VTi + DQVMq, )|. (5.117)

b) FeSeni vynuceného kmitani

Dosadime-li do vztahu (5.77) za f(z) vyraz i5(z), dostaneme

q(t) = VED)[C(t)V Mg, + S(t) Q2 (V" Mg, + DQV Mg, )]+ VQDle(t —7)S(t—7)VTis(r)dz.

(5.118)

Nyni vyuZijeme vlastnosti Diracova impulsu

T F(O)S(t—t,)dt = f(t,). (5.119)

—00

Pak integrél ve vztahu (5.118) bude roven funk&ni hodnoté integrandu v misté = =0 coZ dava
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VQDlj E(t—7)S(t—7)V'io(r)dz = VQE(t)S(t)V'i = VE(1)S(t)Qg Vi, (5.120)

protoZe diagonalni matice E(t), S(t), Qg komutuji, a cely vyraz (5.118) dostane tvar
q(t) = VE(®)[C(t)V" Mg, + St)QH(V™™Mg, + VTi + DQV™Mq, )], (5.121)

cozZ je vyraz totozny s (5.117)
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