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3. STATICKA ANALYZA VOZIDLOVYCH MECHANISMU

Statickou analyzu vozidlovych mechanismii provadime stejné jako feSeni soustav
vazanych téles, které bylo probirano v zakladnim kursu mechaniky, tedy uvolfiovanim
jednotlivych ¢lenli soustavy. Podle typu a slozitosti feSené tlohy muizeme k feSeni pouzit
vektorovy zpusob, ktery je vhodny pro méné narocné prostorové tulohy, nebo zplsob
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pocitacové podpory. Ukédzeme si stru¢né¢ oba zpisoby, ale vice se zaméfime na feSeni
s vyuzitim matic. V dal$im budeme hovofit o vektorové a o maticové analyze.

Z naSich tvah vylou¢ime princip virtudlnich praci, dany vztahem 64 = ZFi -or, =0, kde
or, je virtualni dosunuti, ktery vyjadiuje rovnovahu aktivnich silovych u¢inkli F, plsobicich
na soustavu s holonomnimi (integrovatelnymi) vazbami. Tato metoda je pii feSeni

prostorovych Uloh ndro¢nd na vyjadfeni potfebnych geometrickych zavislosti a navic
neumoziuje urceni reak¢nich sil ve vazbach.

3.1 Vektorova analyza

Zamétime se na téleso ulozené v prostoru, piipadné na prostorové soustavy, nebot’ feSeni
rovinnych soustav bylo jiz provadéno v zékladni vyuce mechaniky. Pro rovnovahu télesa
v prostoru musi opét platit podminka rovnovahy akénich (F M A) a reakénich F,, M,
silovych ucink, kterou tvoti dvé vektorové rovnice

F,+F,=0, M, +M,=0, (57)

které po rozepsani vytvofi soustavu Sesti skalarnich rovnic. ProtoZe princip a postup feSeni
byl jiz zmiflovan v pfedchazejici vyuce pii hledani rovnovazné polohy télesa, bude situace
nejlépe patrna z uvedenych piikladu.

Priklad 1
Urcete reakce pusobici na tuhou nehmotnou hnaci ndpravu automobilu, obr. 58, zatiZenou
tthovymi silami karoserie a krouticim momentem, jestlize je dano S, S,, F,, Iy, Iy,

a,b,c,r,r,.Hledame R ,R,,N,,N,,T .

Reseni tohoto jednoduchého piipadu provedeme za piedpokladu, Ze na obou kolech
pusobi stejna te¢na sila 7. Reakce pusobici na napravu jsou R, ,R, R, .R; ,R,.T.

Népravu a kola uvazujeme jako nehmotna télesa a proto plati R, =N,,R, =N,. Pro

pfesnéjsi vypocet by bylo nutné provést jeji uvolnéni od kol a uvazovat hmotu napravy a
hmoty kol.

Jedna se o prostorovou soustavu sil, pro kterou piSeme ve zvoleném soufadnicovém systému
R= (i, J» k) ti1 slozkové a tfi momentové podminky rovnovahy

D> F,=0: R, +R, —2T-F,=0,
D F,=0: F,-R, =0,

D F.=0: R, +R, —8,—-8,-F, =0,
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ZMX:0: rF,+cS,—bS, +(a+b)N,—(a+c)N, =0,
MM, =0: —r,F,+2rT+e(N,+N,)e=0,

M, =0: (a+b)T—(a+c)T+bR, —cR, =0. (58)

Obr. 53 Silové ucinky piisobici na tuhou napravu

Ze Sesti skalarnich rovnic mizeme urcit hledané neznamé R, ,R, , R, ,N,,N,,T . Jesté

jednou zopakujme, ze pii feSeni jsme neuvazovali hmotu neodpruzenych ¢asti, tj. napravy a
kol. V8imnéte si, Ze konkavni strana zubu pastorku zabird s konvexni stranou zubu talitového
kola.

Piiklad 2
Urcete reakce v ulozeni prevodové skiiné s kuzelovym soukolim u elektrické lokomotivy
E49, jestlize jsou dany nasledujici silové ucinky a rozméry:

M, =10222 Nm je hnaci moment pfivadény od motoru,

M, = 4581 Nm je kroutici moment pienaSeny na druhou pfevodovku,

M . =13243,5 Nm je kroutici moment pfenaSeny na dvojkoli
[=115m,d =0,27m,e=0,524m

Hledame: S, R, ,R, , R, ,R; , Ry

Poznamka:
Jedné se o letmo ulozenou kuzelo-Celni pfevodovku, obr. 54, kde ptevodova skiin uloZena

v mistech 4, B na hfideli dvojkoli, je uchycena na zavésné ty¢i. Hmotu pievodovky
neuvazujeme.
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ReSeni provedeme ve zvoleném soufadnicovém systému R E(x,y,z) a v pomocném
soufadnicovém systému R’ =(x',)’,z'). Protoze muzeme slozkové podminky rovnovahy

nahradit podminkami momentovymi, napiSeme podminky rovnovahy v nasledujici formé,
kterd ndm umozni piimé urceni hledanych reakci.

NN

Obr. 54 Silové ucinky plisobici na letmo uloZenou pfevodovou skiin elektrické lokomotivy

M
dM,=0: M,-SI=0, S= l’(i11516N,

-Sd+M, +M
M, =0: M, +M,-R, e-Sd=0, R, = H 2
y ¥ e

=22316 N,

M, -M
YM,=0: M,+M,-R, e-S(d+e)=0, R, :S(d+e) = 2=-10800 N,
y pd e

> M,=0: R, -e=0, R, =0,
> M,=0: R, -e=0, R, =0,
D> F=0: R, =0, R, =0. (59)

Vysledna reakce ve sméru y od ulozeni v bodech 4 a B je

Ry:RBy+RAy =22316-11516=11516 N (60)

a jeji vzdalenost od pocatku uré¢ime z rovnosti momenti

59



R, -z=R, -e = z= ‘; =102cm 61)

=

M,

v

Z
Obr. 55 Grafické znazornéni silovych u¢inkt

Vidime, ze reakce R, a S tvoii silovou dvojici. Situace je graficky znazornéna na obr. 55 jak

prostorové, tak i v rovin€ xz. Podle obrazku miZzeme psat

M| = M2+ (M, +M,) M| =R, m

ProtoZe jsme fesili rovnovahu jenom pievodové skiing, byly reakce R, a R, nulové. Tyto

reakce ziskame feSenim statické rovnovahy dvojkoli. Ze statického hlediska demonstruje
uvedeny ptiklad rovnovahu dvojicovych momenti.

3.2 Maticova analyza

maticového poctu. Necht’ nihrada
prostorové soustavy sil definované
v prostoru R, vbodé B=Q, =0Q,
je F,M. Chceme vyjadfit tyto
silové uc€inky v prostoru R,.
KfeSeni pouzijeme pomocny
prostor R, , ktery vznikl paralelnim

posunutim, obr. 56, prostoruR, .
V néasledujicich vztazich budeme
vektory sily F a momentu M
zapisovat ve tvaru matic. Dale
bude platit, ze zapisem
R{F, i=1,2 jerozumeén vektor F

vyjadieny v soufadnicové soustave Obr. 56 Uspotadani prostort
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R., kterou budeme n¢kdy jednoduSe nazyvat prostorem R,. Silu F' a dvojicovy moment M

muzeme vyjadfit v prostoru R, pomoci transformacniho vztahu

F| [S... o0 F
R, — Ry Ry R, , (63)
A M 0, SR3 s M
kde
Ry Ex Ry Mx
Ry F= Ry Fy ? Ry M= Ry My ? (64)
R, F, M

3 z

Jsou matice silovych ucinkil a matice smérovych kosintl pfi transformaci z prostoru R; do R,
je
i-iy, i,-j;, i,-k;
SR3R2(W):SR3R2 el 11 5 PSRN P PR PAED o (65)
k, iy, k,-j;, K,-k;

Je to matice ortogonalni a plati pro ni

SR3 R, = S;elz Ry — Slrez Ry * (66)

Z uvedenych vztahtl je patrné, ze se jedna o transformaci mezi pooto¢enymi soufadnicovymi
systémy. Zname nyni silové ucinky v prostoru R, a provedeme jejich vyjadieni v prostoru R,
nebo jinak feCeno provedeme transformaci z prostoru R, do prostoru R,. Prostory R, a R,
jsou vzajemn¢ posunuty. To znamena, Ze sila F' se nezmeéni, nebot’ se jedné o prvni vektorovy
invariant prostorové soustavy sil, ale zméni se moment M. Pro silové Uc¢inky vyjadiené v R,
plati transformacni vztah

F
M

I 0
i

F
M

R Ry

; (67)

R

R, Ry R, R,

kde I je jednotkova matice a R, . je matice, kterd vyjadiuje posunuti sily F a kterou ur¢ime
nasledujicim zpisobem. Uvazujme nyni, Ze F je libovolna sila leZici v prostoru R,, obr. 57.
Moment sily 'k bodu 4, podle pozndmky plati , F =, F=F, mizeme, obr. 57, vyjadrit bud
pfimo pomoci polohového vektoru r, nebo, v piipadé, Ze sila F' lezi obecné v prostoru R,
zprostfedkované pomoci vektorti r, a r, nasledujicim zplisobem

il’ jl’ kl
x M, :rlxF:(rB+r2)><F:rB><F+r2><F:xB, Vgs Zg|t g My . (68)
H/_/
R Mg, Ry My Fx , Fy 5 FZ

kde M, je moment sily 'k bodu B v prostoru R, a M, je moment sily F, posunuté do bodu
B, k bodu 4. Rov. (68) ma po rozepsani determinantu tvar
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> R,
k/Azgl

Obr. 57 Moment sily 'k bodu 4

yBFz_ZBFy 0, —Zp > Vs F,
a My =|—xpF +z, F | + My =z, , 0, —xz |F,|+ wMp . (69)
xBFy_yBFx —Vg > Xp 0 F,

Rov. (69) miizeme vyjadfit v maticové symbolice nasledujicim zptisobem

R, M, = RR2 R, R2F+R2MB > (70)

kde R . je matice vyjadfujici paralelni posunuti sily, jejiz konkrétni tvar je

0 ’ —Zp Vs
R, =lz, 0, -x. (71)
— Vg > Xp> 0

Vyznaceni prostoru R, u vektoru F je formalni, nebot, jak jsme fekli, sila je vzhledem
k prostorim R, a R, invariantni. Dosazenim rov. (63) do rov. (67) dostaneme transformacni

vztah mezi silovymi u¢inky v prostoru R; a R,.

% F B I, 0 (Szz, » 0 & F B IS; z, 0 & F B
RIM RRZR, . | 0, SR3R2 R3M RRZR] SR3R2 > ISR3 R, R3M
(72)
_ Ry R, > 0 Ry F
RRz R, SRs Ry > SR3 Ryl || Rs M
Stru¢né mlizeme tento vyraz zapsat formalné takto
R, iF,M = TR3 R R, IN?F,M > (73)

kde lN?‘F, . je hypermatice slozené ze sloupcovych matic Fa M a ’TRg &, Je hypermatice, ktera se

sklada ze submatic S, . a Ry . Rovnice (72), pfipadné (73), vyjadfuje transformaci
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obecné prostorové soustavy sil z prostoru R, do zékladniho prostoru R,. Matice INTF’M je

sloupcova matice silovych ucinki. Transformaéni matice T, , neni ortogonalni a k ni

inverzni matice je

T T T
T —THI — SRsz ? 0 I ’ 0 _ SRst I ’ 0 SRsz ’ 0
RiRy — “RyR — T T T T T T T T

0 ’ SR3 R, RRsz ? I SR3R2RR2R| ’ SR3 R, I SR3 RZRRZ R, SR3R2

(74)
Uvedeny obecny postup bude ziejmy z nésledujicich ptikladi.

Priklad 3
Urcete reakce v mistech uloZeni hiidele vyvolané silou F definovanou v prostoru R, , jestlize

Jsou dany nasledujici silove a geometricke veli¢iny: F, @, 8, X,, ¥y, 25, X, Vo, 20,5 > D,y

Situace je zndzornéna na obr. 58, ze kterého je ziejmé, ze sila F' je urena svymi slozkami
v soufadnicovém systému R, E(iz, Jos kz). ReSeni provedeme ve dvou krocich. Nejdiive

nahradime silu /' vbodé¢ O=(C, a nasledné¢ napiSeme podminky rovnovahy v prostoru
R =(i,, j,, k,). Pro snadng&jii feSeni zavedeme pomocny prostor R =(i/, ji,k!), ktery je
paralelni s prostorem R,. Nahradu sily ' v bodé O, spocivajici v paralelnim posunutim F,
zapiSeme symbolickou vektorovou rovnici

~-----_F

Obr. 58 ZatiZzeni hiidele silou F
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R F:SRZRl RZF > (75)

kde sila , F a transformacni matice S, , jsou dany vyrazy

F_| |[Fcospcosd cosy, —siny, 0
L F=|F, = Fsing s Sp g =|siny, cosy, Of. (76)
F Fcospsino 0, 0, 1

Z2

Nezapomefime, Ze prostory R, a R/ jsou paralelné posunuty a proto plati S, , =S, .. Po
dosazeni do rov. (75) dostaneme

F Fcospcosd cosy — Fsingsiny

X

& F=||F, | =|[F cospcosdsiny + Fsinpcosy || . (77)
F, Fcospsino
Pro uréeni momentu M, potfebujeme znat polohové vektory pocatkli souradnicovych

systémt, pro které plati

T
& Yo, = onz » Yo, OH ' > rYo,L = ||X2 » V1523 ” : (78)
Aplikaci rov. (68) mizeme vyjadfit moment vznikly posunutim sily /' do bodu O
M, =r,xF=(r, +r,,)xF=r, xF+r,, xF=M,+M, . (79)

Vsimnéte si, Ze v rov. (79) nejsou u vektorii uvedeny prostory, nebot’ rovnice je platna obecné
bez ohledu na vyjadfeni vektori, které ale musime respektovat pii konkrétnim vypoctu ve
zvoleném prostoru. Na§ findlni vypocet, kterym je urceni statické rovnovahy provadime
v prostoru R, a proto do tohoto prostoru pietransformujeme rov. (79). Vyjadiime proto
jednotlivé vyrazy na pravé stran€ rovnice v prislusnych souradnicovych systémech. Pro druhy
¢len na pravé strané miZeme psat

i, §, k yzez_ZzF

Y2

R2M2=R2r@XR2F= Xy Va2 D |= _szz2 +22Fx2 =
sz ? FJ’z ? Fsz X2 FJ’z ) E‘z

(80)

vy, Fcospsind —z, Fsing M,

=|—x, Fcospsind + z, Fcospcosd| = |M,, |.
x, Fsinp —y, Fcospcoso M,
a po transformaci do prostoru R,, s vyuzitim pomocného prostoru R/, dostaneme
M, cosy —M, siny

g M, =S, x M, =M, siny +M, cosy|. (81)

M

2z,
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Nyni vyjadiime prvni ¢len na pravé strané rov. (79)

i, 0. Kk yozeI _ZOZFy, 0, “Zo,» Yo, Fx,
kM= 0o %, F=lxo, vy, zo|=|—%o, F, +x, F, | = 0, 0, Xo, || [F5, (82)
F., F,, F, Xo, ' = Yo, F, ~—Yo,» Xo, > 0 |14
Rz, g

Po dosazeni do rovnice (79) dostaneme

Yo, F. —zo, F), +(y2 F, -z, Fyz) cosy —(—x2 F_+z, FXZ) siny

Z

WMy =l-x, F. 420 F, +(0, F, =2, F, ) siny +(-x, F,_ +2, F, ) cosy|. (83)

2 Y2 X2

sz FJ’] _yoz sz +x2Fy2 _yzF

X2

Uvedeny postup ovéfime na jednoduchém \A
ilustra¢nim ptipadu, kdy nejprve pro dané
hodnoty ur¢ime moment vbodé O, y E
vznikly posunutim sily F, piimo a ' &
potom pouzitim rov. (83). X, |L
F 02 o O X5
Pro ¢iselné hodnoty x, =4m, y, =2m, 2
Zp, =0, x,=2m, y, =0,2, =0,y =0, Y x X0 o
. 0=Q ; 7 - Xy
620,(p:5,FxZ:O,Fy2:4N,FZZ:O, LM
muzeme, obr. 59, je moment sily F,
k bodu O dan vztahem Obr. 59 Ilustracni ptipad pro ovétreni
WMy =(x, +x,)F =(4+2)4=24Nm . (84)

Pouzitim rov. (77) a (83) dostaneme po dosazeni

off ||o 0+(0-0)-(0+0)-0f | 0
JF=|F=] 4], oM, = 0 =l o |. (85)
ol [ o 4.4.-0+2-4-0 24

Vidime, ze oba postupy daji stejné vysledky. Uvedené ovéfeni je ovS§em mozné provést pouze
pro velmi jednoduchy ilustracni piipad.

Timto jsme splnili prvni krok a nyni zbyva sestavit podminky statické rovnovéhy.
Jedna se, podobné jako v ptikladu 1, o prostorovou soustavu sil, pro kterou piSeme Sest
podminek rovnovéhy, které symbolicky zapiSeme takto

R, F:R]R:0 > R,M0+R,MR =0, (86)
kde , R= H & Ry xR BHT a ,M;= H Mg s My HT jsou matice reak¢nich silovych t€inkd.

Je zfejmé, Ze moment pro rovnovahu bude mit pouze slozku v ose x,. Rozepsani vektorové
rovnice (86) do skalarnich rovnic jiz provadét nebudeme.
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Piiklad 4
Urcete reakce v mistech uloZeni prostorového mechanismu zavéSeni automobilového kola,
TTIV , . G, L e r
jestlize jsou dany nasledujici silové a geometrické veliCiny: R0F=||  Foo 2, Fys m FL| s

r r T
G rO; [Rx0k > Vo, > Rzok] ) RIC[R, Xes pYeo R]Zc] 5 S=||COSOL5],COSﬁm,COS;/CI| 5
RlBlR]xB,O, OJ, oy, V.

Z obr. 57, na kterém je mechanismus zavéSeni zndzornén, je patrné, Ze reakénimi
ucinky budou sily v mistech 4, B, C, které ptedstavuji vné&jsi reakce. Abychom se vyhnuli
zdlouhavému pocitani, spokojime se s naznacenim postupu vypoctu. Hledame reakce R, R,

a silu v pruziné Q a proto feSeni provedeme v prostoru R, = (i], Jis kl). Pomocné prostory
R (ig,jé,kg) a R, E(ié]’jémkél) jsou paralelni, prostor R, je vzhledem k prostoru

<
(i, J> k) natoCen o uhel y kolem osy &. Rovnovéhu sil plisobicich na lichobéznikovy

RX

zavés muzeme vyjadfit, viz rov. (72), rovnici

R R S 3 N 0 S D) 0 F
& R N R Rp N Re Ry R, Q " R.R, |:Rx :| =0 , (87)
R, 0 R, MB RR&I Ry SRE] R > SRE] Ry R 0 RRXR' SR»“R‘ i SR' R 0

\N
- X

Obr. 60 Mechanismus zavéseni kola
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kde S, , Jje matice smérovych kosinii mezi prostory R, E(ie:n i, kél) a R=(i,j.k,),
Sy r Je matice smérovych kosinl mezi prostory R, = (i, J> k) a R. Ry p Je transformacni
matice vyjadiujici paralelni posunuti sily zprostoru R. do R,. Podobné¢ matice R; .

vyjadfuje posunuti sily z prostoru R do R, . Maticovou rovnici (87) miiZeme zapsat stru¢néji
pomoci hypermatic

~ ~ ~ ~

+r FR,;,M,, +TR§] R, RglFQ +TRXRI R ﬁF =0, (33)

X

RI FRA

~

kde , F, , :[RI R, z> O]T S T :[RI R, > MB]T - F, :lRa 0, OJT Jsou matice silovych

A
;o o s SRglRl > 0 and SRXRI > 0 . v s
Gcinkd a T, , = RS S Ty ¢ = jsou transformacni
) RyRy “Re Ry 2 Ry Ry 7 RRle SRle ? SRle

matice. Rozepsanim rov. (87), nebo rov. (88) dostaneme Sest rovnic pro Sest neznamych
RAy] > RAZ] > RBx, > RByl b RBZ] > Q .

67





