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4. KINEMATICKA ANALYZA VOZIDLOVYCH MECHANISMU

Mechanismy, které tvofi konstrukéni zaklad riznych vozidlovych ustroji a zafizeni, jsou
tvofeny soustavou téles, kterd jsou vzdjemné vazana kinematickymi dvojicemi. T¢lesa
spojena kinematickymi dvojicemi vytvareji kinematické fetézce, které mohou byt uzaviené,
oteviené, nebo smiSené. Stane-li se v uzavieném kinematickém fetézci néktery ¢len ramem,
ptipadné o mechanismu. Pocet stupnii volnosti [4] prostorové mechanické soustavy urcime
pomoci vazbové rovnice

i=6(n—1)—25:j d, (89)

kde 6 je pocet stupiil volnosti t€lesa v prostoru, 7 je pocet ¢lent soustavy veetné ramu, d; je

pocet kinematické dvojice j-té tfidy a j je dvojice j-té tiidy, ktera snizuje pohyblivost soustavy
o j stupnili volnosti. Vazbova rovnice pro rovinné soustavy téles byla uvedena v zdkladnim
kurzu mechaniky. Mizeme ovSem pouzit i rov. (89) s tim, ze téleso v roviné ma 3 stupné
volnosti. Vzajemnd poloha sousednich c¢lenli vdzané mechanické soustavy je urcena
soufadnicemi ptislusnych kinematickych dvojic, které vytvareji kinematické vazby, které
mohou byt holonomni nebo neholonomni, piipadné¢ reonomni, tj. zavisi na Case, nebo
skleronomni, na Case nezavislé. O holonomnich vazbach hovotfime tehdy, jestlize se ve
vazbové podmince neobjevi rychlost. Vyskytuje-li se ve vazbové podmince rychlost,
hovotime o vazbé neholonomni. Ptehled kinematickych dvojic pro rovinné vazané
kinematické fetézce je uveden v [9]. Piehled zdkladnich kinematickych dvojic pro prostorové
vazané soustavy je ukazan na obr. 61, kde i je pocet stupiii volnosti a o je pocet reakénich
ucinkd ve vazbé. U nizSich kinematickych dvojic dochéazi k dotyku v ploSe, kdezto u vyssi
kinematické dvojice je dotyk dvou sousednich téles v bod¢, nebo v kiivce.

Nizsi kinematicke dvojice

i=3",0=3

sféricka dvojice

4

i=1",o=5 i=1",o=5
rotacni dvojice posuvna dvojice

68



i=1",0=5
Sroubova dvojice

Vyssi kinematické dvojice

nekongruentni plochy kongruentni plochy
i=5,0=1
obecna dvojice

Obr. 61 Kinematické dvojice prostorovych vazanych soustav

Urc€eni stupiitt volnosti prostorového mechanismu si ukdaZeme na nasledujicim vazaném
mechanickém systému obr. 62, ktery pfedstavuje uloZeni nefizen¢ho automobilového kola
v lichobéZnikovém zavésu.

Piiklad 5
Urcete pocet stupnili volnosti nakresleného mechanismu zavéseni automobilového kola.

A

Obr. 62 Nefizené kolo na lichobéznikovém zavésu
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Pocet stupnii volnosti prostorového mechanického systému na obr. 62 uréime pomoci
rov. (89), kde n=5 je pocet ¢leni soustavy, j=4Ad,=3 je pocet sférickych dvojic,
Jj=2nd, =5 je polet rotacnich dvojic. Po dosazeni dostaneme

i=6(5-1)-4-3-2.5=2". (90)

Vysledkem jsou dva stupné€ volnosti. Jeden stupen volnosti ptislusi rotaci dolniho ramene ¢, ,
pfipadné horniho ramene ¢,, nebot’ oba pohyby jsou vzdjemné pevné kinematicky svazany a

druhy stupeinl volnosti néalezi rotaci ¢lenu 5 kolem své osy, kterou nazveme parazitni rotaci,
nebot” z hlediska pohyblivosti soustavy nemd vyznam. Redlnym, technicky pouzitelnym
vysledkem je proto

i=1. (91)

Je potiebné si uvé€domit, ze z kinematického hlediska je kazdy ze ¢lenti 2 a 3 uloZen v jednom
radiaxidlnim loZisku. To znamend, Ze carkované oznafena radialni loZiska nebereme pfti
uréovani stupnili volnosti v tivahu. Z technického hlediska je takovyto letmy zplsob uloZeni
ale nepfijatelny a proto pti konstrukéni realizaci je nezbytné radidlni loZiska pouZit. Vidime,
ze kinematicky a technicky pohled nemusi byt nutné stejny. Vzdy ale plati, ze technické
feSeni musi respektovat zavéry kinematického feseni. Clen 5, ktery stabilizuje polohu kola,
ptedstavuje, pii ptipadném pfipojeni kola k fidicimu Ustroji, rameno fizeni, viz kap. 5.
Kinematickou analyzu mizeme provadét pouzitim

e analytické geometrie,

e vektorového poctu,

e maticového poctu

Pouziti nékteré z metod zavisi na slozitosti a typu feSeni ulohy. Dulezitym hlediskem je, zda
se jedna o ulohu rovinnou nebo prostorovou. S metodou zaloZenou na analytické geometrii
jste se sezndmili v zékladnich pfedmétech mechaniky, kde se provadélo kinematické feSeni
rovinnych mechanismi trigonometrickou metodou a rovnéz se zaCala pouZzivat metoda
vektorova. Budeme se nyni zabyvat kinematickou analyzou prostorovych mechanismi
pomoci vektorového a maticového poc¢tu a tyto analyzy nazveme kratce vektorovou a
maticovou analyzou.

4.1 Vektorova analyza

Analyza prostorovych mechanismli provadénd pomoci vektorti je relativné jednoducha,
nebot’ klade minimalni naroky na prostorovou piedstavu, jako je tomu pii pouziti sférické a
prostorové geometrie a soucasné dava, a to je jeji velka prednost, ndzorny obraz feSené¢ho
problému. Pouziti vektorového poctu ukdzeme pti ur€ovani pievodovych funkei prostorovych
a sférickych mechanismil, které se vyskytuji u silni¢nich a Zelezni¢nich vozidel. Provedeme
feSeni univerzalniho Hookeova kloubu v nejobecnéj$im tvaru s minobéznymi osami a
s mimobéznym kiiZzem a déale vybranych sférickych mechanismi.

4.1.1 ResSeni univerzalniho Hookeova kloubu

Hooketlv kloub v obecném tvaru ptedstavuje Ctyiclenny prostorovy mechanismus, obr. 63, u
kterého je €len 3 tvofen mimob&Znymi osami os,, 0,, a dale dvéma mimobé&znymi osami

0,,, 0,,. Clen 3 kona obecny prostorovy pohyb.
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Pro dané velitiny w,,,/, m, & chceme uréit zavislost ¢, =9, (@, ), kde ¢, je
pootoceni hnaciho hiidele 2 a ¢,, pooto€eni hnané¢ho hiidele 4, dale axidlni posuv p hnaného,
vystupniho, htidele a relativni posuvy s,, s, kiize 3 vici ¢lenim 2 a 4. Pocate¢ni polohu

mechanismu, ve které vidlice 4 lezi v roviné o // )32 , je vyznacena Carkovan€. Vyznamné
body pocatecni polohy jsou 4, B,, C,, které pfi otoceni vidlice 2 o thel ¢,, pfejdou do
bodii 4, B, C v obecné poloze vyznacené plnymi Carami. Vzdalenost roviny o ve které lezi
osa o,,, kterd svird se svym pudorysnym primétem thel 6, od pocatku Q je m. Osy kiize

%

0;, a 0y, jsou vzajemné kolmé mimobéZné se stiedni ptickou /= BC =B, C,. Vstupni a

vystupni hfidele s osami o,,, 0,, jsou mimobézné s pfickou m.
Posunuti bodii 4,, B,, C, do novych poloh 4, B, C vyjadiime pomoci polohovych vektori
m=im,
s, =—is,cos,, +js,sing,, ,
(92)

s, =—is,sing,, +js, cosp, cosd +ks, cosg,, sind,

p=jpsind—kpcoso .

Obr. 63 Hooketv kloub

Vzdalenost bodli 4,,, B, ve vychozi poloze je
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l,=-k : (93)
cosod
Vektor 1 stiedni pti¢ky v Case t miizeme vyjadiit vektorovym souctem dil¢ich vzdalenosti
I=m+1,+p+s, -5, = i(m+s2 sing,, + s, COS(p2])+
(94)

— pcosd + 5, cosQ,, sinod |.
cosd

+j(psin5 +5, cosQ,, cosd —s, sing021)+k(—

Vyrazy (92) az (94) jsme vyjadiili vektory, které¢ v mechanismu kloubu tvofi uzavieny
obrazec. Uvedené vztahy obsahuji hledané neznamé ¢,, s,, s,, p, pro jejichZz urceni
potfebujeme ¢tyti rovnice. Tti rovnice ziskdme z podminek kolmosti vektori

5,5, =0, (95)
s,-1=0, (96)
s,-1=0 (97)

a Ctvrtou rovnici ziskdme ze skuteCnosti, Ze / je pfiCkou os o, a o,,, takze pro vektor 1
muizZeme psat
S, X8,

1 I, (98)

s, x5,
Vektor tvofeny zlomkem piedstavuje jednotkovy vektor tuseCky /= BC. Provedeme
naznacené skalarni souciny a dostaneme nasledujici zavislosti. Z rovnice s, - s, = 0 ziskame

— 5, 8,C08Q,, sing,, +s,5,sin@,, cose,, coso =0, (99)

odkud po upravé dostaneme
18 Py =18y, COSO . (100)

Z rovnice s, -1 =0, pouzitim rov. (92), (94) a vydélenim s,, dostaneme
—m CosQ,, —S, COSQ,, SinQ,, +p sing,, sind + s, sin@,, cosp,, cosé —s, =0. (101)
Po dosazeni za cosd z rov. (100) ziskdme posunuti s,
S, =—mcoS P, + p sinQ,, sind . (102)

Podobné z rovnice s,-1=0 a s vyuzitim vztahu (98), dostaneme vyraz pro posunuti s, ve
tvaru
s, =1tgd cosp, —msing,, . (103)

Pro ur€eni axialniho posunuti p ¢lenu 4 upravime nejprve vyraz v rov. (98), kde vyuzijeme, ze

; . T v
plati |s] ><s2| =s,s,sln— =y, 5,, takZe dostaneme
2
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i, i k

§, XS .
1="1—2 /= — 5, €080, , s, sing,,, 0 =
|S] st| S1 8 . :
s, sing,,, §,cosg, cosd, §,cosp, Sind
(104)
sing,, cos¢,, sind
=1 COS(,, COsSP,, Sind

—COS(,, COSQ,, COSO —sing,, sinQ,,

Tento vektor musi byt shodny s vektorem pticky z rov. (94), takZe po skalarnim vynasobeni
obou rovnic jednotkovym vektorem k dostaneme

k-l=k(m+12+p+s2—s]). (105)

Po dosazeni za jednotlivé vektory, po prondsobeni a jednoduché upravé, dostaneme axidlni
posunuti ¢lenu 4

1 . . 1 2 .
p= [| cos@,, cosep,, cosd +sin@,, sing, ———+cos” @, 1gd sind |—
cosd cos o (106)

—%sin 20, siné}.

Rovnice (100), (102), (103) a (106), kter¢ urCuji hledan¢ veliCiny, byly sestaveny pro
prostorové uspoiadani Hookeova kloubu. Upravu pro jednodussi a v redlném technickém
sveteé Castéji se vyskytujici pripady, provedeme velmi lehce nasledujicim zptisobem.

MimobéZné osy, riiznobéiny kiiz: [ =0, m # 0
Po dosazeni do uvedenych rovnic dostaneme

Ig Py = 18Py COSS . (109)

S, = pSinQ,, sind —mcosQ,, , (110)
. . 3
extrém s, =xtm je pro ¢,, =0, @, :Eﬂ'
S, =—mSinQ,, , (111)

r + b T 3
extrem s, =tm je pro @,  =—, @, = 7.

2 2
p:—% tgé sin2q,, , (112)
, m . T 3
extrém pzir?th je pro @, = ?, =Z7T_
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Riiznobéiné osy, mimobéiny kiiz: | #0, m=0
Stejnym zplsobem jako v pfedchazejicim odstavci dostaneme

1 Q4 = 18P, COSO , (113)
s, = psing,, sind , (114)

Ry
extrém s, =+ /1g8 [1——5j je pro ¢y, =%, o8 =%ﬂ-
(O]

s, =11gd cosp,, , (115)

extrém s, =+ [1go jepro ¢, =0, ¢, =7.

1
p= ! (cosqo21 COS(p,, €COsO +sin@,, sin(p41——5+coszqo41 1god siné] , (116)
cos

coso
. l(cosé—l) . T 3
eXIrém  p=——""5~—JCPrO ¢y =—, P =7 .

Riiznobézné osy, riuznobéiny kiiz: =0, m=0
Po dosazeni mame
1g¢, =1tg®, cosd , (117)

s;=85,=p=0. (118)

Uvedené vztahy pokryvaji Sirokou §kalu technickych variaci univerzalniho Hookeova kloubu.
U vozidel, kde pouzivame Cardantv hiidel ktery ma na svych koncich Hookeovy klouby,
musime tyto klouby vzdjemné nastavit tak, abychom na vystupnim konci ziskali konstantni
otacky.

4.1.2 ReSeni sférickych mechanismii

Stérickymi mechanismy, které jsou zvlastnim a nutno dodat jednodus$im piipadem
prostorovych mechanismil, rozumime takové mechanismy, u kterych néktery c¢len kona
sféricky pohyb. Piipomenme, ze téleso vykonava sféricky pohyb, jestlize jeden bod télesa
zistava trvale vklidu. Sféricky pohyb télesa obvykle feSime pouzitim Eulerovych
kinematickych a dynamickych rovnic, které ziskdme rozlozenim pohybu télesa na precesi,
nutaci a rotaci s naslednym zavedenim uhli precese y nutace 3 a rotace ¢, které
oznacujeme jako Eulerovy uhly. Situace je zndzornéna na obr. 61, ktery znazoriiuje zminéna
tfi otoCeni, kterymi se soufadnicovy systém R, E(i(p, j(p,kw), pevné spojeny s télesem
reprezentovanym rotaénim kuzelem, piemisti z vychozi polohy, ve které splyva se
soufadnicovym systémem R = (i, Js k), do obecné polohy. Prvnim otocenim o Uihel precese
v kolem osy z, prejde soufadnicovy systém R do systému R, = (il, Jis kl). Druhym otocenim
o thel nutace 3 kolem osy x,, pfejde soufadnicovy systém R, do systému R, = (iz, Jos kz).
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Tretim otocenim kolem osy z,=(¢ o uhel rotace ¢ prejde soufadnicovy systém R, do

systemu R, = (1 0 Jps K, ), ktery urcuje obecnou polohu télesa se kterym je pevné spojen. Osa

z, =¢ , ktera vznikla oto¢enim osy z, o uhel nutace 3, je osou vlastni rotace télesa. Zname-

li Casové derivace jednotlivych Eulerovych thld, miizeme, podle obr. 64 vyjadfit vektor
vysledné uhlové rychlosti télesa nasledujicim vztahem

9 cosy —@sing siny
m:\i1+9+(i): 9siny —@sind cosy|. (119)

v +¢@cos3

Pokud existuji i druhé derivace jednotlivych
rotacnich pohybt, ziskame vektor zrychleni
derivaci rov. 119. Tim se ale nyni nebudeme
zabyvat. Pomoci rov. (119) lze provadét
kinematické teSeni sférickych mechanismii.
Je ale moZzné pouzit k feSeni jednodussi a
velmi nazorny zpusob vyuZzitim skalarniho
souCinu vektorl. VSimnéme si rov. (95)
v pfedchazejici kapitole, kterd tika, ze
skalarni sou€in dvou vzijemné kolmych
vektorll s, a s, je roven nule. VyuZijeme této
rovnice s jejiz pomoci muzeme bez pouziti
sférické trigonometrie urcit pfevodovou
funkci sférického mechanismu, ktera je

vvvvvv

jejim zékladé milZzeme urcit 1 pohyby
jednotlivych ¢lent. Vektory s,,s,, s vyhodou
je mozné uvazovat jednotkové vektory, které
musi obsahovat uhly rotace  vstupniho Obr. 64 Sféricky pohyb télesa a Eulerovy thly
a vystupniho clenu, vybereme podle

konstrukéniho uspotfadani konkrétné feSené¢ho mechanismu. Uvedeme piiklady pouziti u
nasledujicich vybranych mechanismu.

Priklad 6

U nakresleného mechanismu
kyvné wvidlice, obr. 65,
pfevad¢jiciho rota¢ni pohyb
¢lenu 2 na rotacn€ vratny
pohyb ¢lenu 4, urcete
pievodovou funkci

0, =04 (@,,), jestlize je 122]
dano o, w,, = konst.

034

Z, 0 4

Obr. 65 Mechanismus kyvné vidlice
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V mechanismu vyznac¢ime navzajem kolmé vektory s, ,s,, které jsou v soufadnicovém
systému R = (i, Js k) ur¢eny nasledujicimi vztahy

s, =15, cosd+js, sind sing,, —ks, sino cose,, ,

S, =—is, sing, +]Js, cosp,, . (120)
Po dosazeni do rov. (95) dostaneme
S, S, oSO Sing,, +5, S, Sind sin@,, cosp,, =0, (121)
odkud po uprave ziskdme prevodovou funkci
1gQ, =120 sing,,. (122)

Piiklad 7
U nakresleného mechanismu ptevad¢jiciho rotacni pohyb ¢lenu 2 na pohyb ¢lenu 4, obr. 66,

urcete zavislost ¢, = (p4( 2), jestlize je dano o, w,, = konst.

05, Loy

0y Loy,

Obr. 66 Mechanismus sférického kloubu

Zavedeme opét vektory s,,s,, které jsou v soufadnicovém systému R = (i, Js k) uréeny
vyrazy
s, =—is, sind cosp,, +js, sind sinp,, +ks, coso ,
s, =]Js, cosp, =k s, sing,, . (123)
Po dosazeni do rov. (95) obdrzime vztah
S, 8, SinO SinQ,, cosQ, —S, s, cosd sinQ,,, (124)
ze kterého ziskame prevodovou funkci
1gQ, =120 sing,,. (125)

76



Priklad 8
U mechanismu Sikmé desky, obr. 67, ptenasSejiciho rotacni pohyb ¢lenu 2 ptes pohyb desky 3
na vratny pohyb pistu 6, urCete pfevodovou funkci ¢, =o;, (q021), jestlize je dano

0,m,, = konst.

Sikma deska 3, ktera ma tvar
kruhového kotouce, kond sféricky pohyb
kolem bodu Q. Vbodé¢ A4, ktery se
pohybuje po kruznici k, je k desce ptipojena
ojnice 5, ktera ud€luje pistu 6 posuvné
vratny pohyb. Pisty 6, kterych je po obvodu
kruhového kotouce umisténo vice, bud
stlacuji atmosféricky vzduch a jsou zdrojem
tlakového vzduchu nebo tlakové kapaliny
pro motor nebo pro jiné zafizeni, nebo
muize ve valci expandovat nasata smés a
pisty jsou zdrojem rotacniho pohybu ¢lenu
2. Tento princip byl vyuzivan u leteckych
motort. V pravé ¢asti obr. 67 je znazornéna
okamzita hlova rychlost w,, desky 3, ktera

je urCena vektorovym souctem uhlovych
rychlosti rotacnich pohybt 32 a 21, takze je
®;, =0;, +®,,. Pro pohyb bodu 4 je

vyuZzita pouze slozka thlové rychlosti w;,, .

Obr. 67 Mechanismus Sikmé desky

Podobné jako u ptfedchazejicich piipadli vyzna¢ime v mechanismu vektory s,,s, a
vyjadiime je jejich slozkami v soufadnicovém systému R = (i, Js k), takze dostaneme

s, =is, cosg, +js, sing;, ,
s, =—is, sind cos@,, +js, cosd +Kks,sind sing,,. (126)
Po dosazeni do rov. (95) dostaneme skalarni rovnici
— 8, 8, SinO cosQ,, cosP;, +5, 5, cosd sing,, =0, (127)
odkud ziskdme hledanou pfevodovou funkci
1gQ,, =126 cosQ,, . (128)
Priklad 9
U nakresleného sférického mechanismu oto¢né kulisy, obr. 68, urCete pohyb kulisy 3, jestlize
je dano 6,m,, = konst.

Kulisa vykonava rotacné vratny pohyb, ktery je urcen pifevodovou funkci ¢,, = ¢, (¢21).

Pro jeji urCeni pouZzijeme opét vektory s, a s,. Vektor s, lezi na povrchové ptimce rota¢niho
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kuZzele opisovaného piimkou p Clenu 2 a vektor s, je kolmy na rovinu p proloZenou
pfimkami p, o,,, takZe s, L p A p = p, 0,,. SloZky obou vektorli v soufadnicovém systému
R= (i, Js k) jsou

s, =1s, sing,;, —ks, cose,, ,

s, =—is, cosé +Js, sind cos, —Ks,sind sing,, . (129)

Y: 03

Obr. 68 Mechanismus oto¢né kulisy

Stejné jako v predchézejicich piipadech dosadime do rov. (95) a ziskame skalarni rovnici
— 8, 8, COSO SinQ,,+s, s, Sind sin@,, cosp;, =0, (130)
ze které ziskame hledanou prfevodovou funkci
1g @, =1g0 sing,,. (131)

4.2 Maticova analyza

Analyza uzavienych prostorovych vazanych kinematickych fetézcl, které stru¢né
nazyvame prostorové mechanismy, pomoci maticového poctu je velmi vyhodnd, nebot,
kromé piehledného symbolického zapisu a snadného prechodu na soustavu skaldrnich rovnic,
umoziuje provadét transformace mezi jednotlivymi prostory a rychlé pouziti pocitatovych
softwar. Pouziti maticové symboliky k vyjadfeni vektort je vyhodné nejen z hlediska
pottebnych transformaci, ale i z hlediska pouziti maticového poctu. Tento postup je velmi

soufadnicovy systém R; nazyvat j-tym prostorem a jednotlivé vektory reperu soufadnicového
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systému oznacime e, i=1+3 A j=1+n, kde i oznaCuje jednotkovy vektor souradnicové
baze a j oznacuje soutfadnicovy systém. Uvazujme bod L télesa 7, obr. 69, které¢ kona
v prostoru R, E(zel, ,€,, 2e3) obecny prostorovy pohyb, pficemz prostor R, se soucasné
pohybuje vzhledem prostoru R, E(lel, e, 1e3) rovnéz obecnym prostorovym pohybem.

Chceme vyjadtit pohybovy stav bodu L, ktery je uren v R, polohovym vektorem
T
, V

& Yo,. = |k, Xo,L0 R,Yo,0 > R,Z5 1
prostoru R,, ktery je zakladnim

prostorem. Polohu bodu L vyjadiime
vtomto  prostoru  symbolickym
zépisem [4] ve tvaru

rYL (t) = Yo, (t) +r Yo, (t) 5 (132)

kde

& Yo, (t) = HRI Xo, (t)’ ®Yo, (t) r 20, (t)HT
je polohovy vektor pocatku O,
prostoru R,. Vdal§im postupu

nebudeme pro zjednoduSeni zapisu,
nebude-li to nezbytné nutné, uvadet
Cas . Polohovy vektor  r,, urCujici

polohu bodu L vprostoru R,,
pfetransformujeme do prostoru R
vztahem Obr. 69 Uspotadani prostorti

& Yo, :SRZR, &YYo, > (133)

kde matice pootoceni, nebo také jinak matice smérovych kosini je

1€ °2€, 1€ °,6,, € ,6;
SR2 R T [1€2 7 2€1 1€ 7265, 1€y 05850 (134)
1€372€,  1€3°,€,, €5-,€

kde ;e, i=1+3Aj=12 jsou, jak bylo feceno v uvodu této kapitoly, jednotkové vektory
soufadnicovych bazi prostorti R, a R,. Vidime, Ze matice (134) je urCena skalarnimi souciny
téchto jednotkovych vektorti pro které plati, Zze ;e; - ;e =cosa,, je kosinus hlu, ktery svird
osa ¢g k-t€ho soutadnicového prostoru s osou i j-t€ho prostoru, kde ¢ =1,2,3 Ai=1,2,3. Po
dosazeni rov. (134) do rov. (133) a ndsledné do rov. (132) dostaneme

p x| cosayy, cosa,, cosas| | xo, ||| & Xo,
RYL = V| T|COSAy 5, €COSQAy, COSQAy| |k, Vo, | T|r Yo, - (135)

& %1 COSQy, COSQy, COSUss| (e 2o, & Zo,
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Pro dalsi feSeni vyjadiime [4], z divodu kompaktniho a jednoduchého zapisu transformacnich
vztahl, polohové vektory v rozsifenych, nebo také jinak v homogennich, soufadnicich
nasledujicim zpisobem

RUL

rRYL =

; (136)

kde Rlu=HR1xL, R VL> R]ZLHT je polohovy vektor bodu L vprostoru R,

T

U, =H & Xo,.s rYours rZos|| J€ polohovy vektor bodu L vprostoru R, a konecné

T . r 4 . v r
& Uo, =H & X0, &Yo,» &Zo, H je polohovy vektor bodu O,, ktery je poCatkem prostoru R,

v prostoru R,. Matice smérovych kosint S, , :Hcos a,

, rov. (134), je matici ortogonalni,

kterd udava natoceni prostoru R, vzhledem k prostoru R,. Nakonec zavedeme transformacéni
matici udavajici polohu prostoru R, vzhledem k R, ve tvaru

RyRy 2 R u 0,

0, 1

RZ Rl -

: (137)

kde 0 je nulova matice. Nyni mtizeme rov. (135) zapsat bud’ v nerozsifenych soutadnicich ve
tvaru

rRU L =SR2R, RUBortrWo, » (138)
nebo jednoduseji a kompaktnéji v rozsifenych, homogennich, soufadnicich ve tvaru

=T

r, RE RYoL - (139)

Ry
Pii dal$im feSeni mohou nastat dva ptipady, které se odliSuji postavenim bodu L v prostoru
R, . Pro jejich odliSeni zavedeme nyni do zapisu opét Casovou zavislost.

Prvni pFipad
Bod L je bodem télesa 3 pevné spojeného s prostorem R,, 3=2, ktery se pohybuje v R,.
Potom je

RIrL(t)zTRzRI (t) rYoL - (140)

Druhy pripad
Bod L je bodem télesa, které se pohybuje v prostoru R,, ktery se pohybuje v R,. Potom plati
pro polohu bodu L vztah

/YL (t):TRzR, (t) Yoz (t) - (141)

K uvedenym vztahim poznamenejme, Ze bod L nemusime vazat na téleso a mizeme ho
uvazovat jako izolovany bod . Rov. (140) vyjadiuje pohyb bodu L télesa 3, LT =3, pevné
spojené¢ho s prostorem R, , ktery kon4 obecny prostorovy pohyb v prostoru R,. Tento pohyb
muiZeme pouZitim zakladniho rozkladu pohybu rozloZit na unasivy pohyb posuvny 21 uréeny
pohybem bodu O, a na druhotny sféricky pohyb 32 kolem tohoto bodu, ktery zapiSeme
symbolickym zapisem 31=32+21. Tento pohyb popisuje rov. (138). Rov. (141) vyjadiuje
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pohyb bodu L télesa 3 pohybujiciho se v prostoru R,, ktery opét kona obecny prostorovy
pohyb v prostoru R,. Jedna se o soucasné pohyby télesa 3, pro které opét plati symbolicky
zapis 31=32+21, kde ale pohyby 32 a 21 jsou jiné nez v piedchéazejicim ptipadé€, nebot’
Miulzeme samoziejmé postupovat i obracené, kdy zname polohu bodu L v prostoru R, a
chceme tuto polohu vyjadfit v prostoru R,. K tomu pouzijeme opacnou transformaci, pro
kterou budeme potfebovat inverzni transformacni matici, kterou ziskdme nasledujicim
zpusobem. Vyndsobenim rov. (141) zleva inverzni transformacni matici, vynechame v zapisu

opét Cas, dostaneme
Tlglel rRTL =TI;21R] TRZR] r Yo, (142)

—t 2

=1

a tim ziskame transformacni vztah
_ -1
Yo _TR2R| rRYL - (143)

Soucin matice ptivodni a matice inverzni je roven jedné nebot’ ptivodni matice je reguldrni.
Tvar inverzni transformac¢ni matice uréime ze vztahu

T, . T.'! =I. (144)

Ry Ry Ry Ry

kde I je jednotkova matice. Protoze rov. (144) pfedstavuje identitu, musi mit vS§echny matice
stejné vnitini formalni uspotadani, Upravime-li tedy podle rov. (137) i1 zbyvajici dvé matice,
muizeme rov. (144) zapsat symbolicky nasledovné

Se x> 2Uo[IA, B I, 0
SO = : (145)
0, 1 (|C, D 0, 1
Po pronasobeni dostaneme soustavu rovnic
Ser A+zpu, C=1,
Ser Btruy, D=0,
0A=1C=0,
0B+1D =1, (146)
ze které urc¢ime hledané matice
C=0,
D=1,
A=S; z s
B=-S, ; zUo,- (147)
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~ . W 7 *..0 . r r r -1 r W
ProtoZze matice smérovych kosind S, , je ortogondlni, plati S, , =S;Z x - Na zaklad¢

znalosti matic v rov. (147) mizeme po dosazeni do druhé matice na levé stran¢ rov. (145)
urcit hledanou inverzni transformacéni matici

-1
SR2R| > _SRle Rlu02

0, 1

-1 _
Ry R —

(148)

A B
C D

4.2.1 Rychlost bodu télesa

Pro dalsi vyklad budeme uvazovat rov. (140), ve kter¢ , r, , neni funkei ¢asu. Rychlost bodu

L ziskdme casovou derivaci rov. (140), pro tento zapis pouzijeme oznaceni Casové zavislosti,
ze které dostaneme

R VL(t) R I, (t) = TRZRl (l) »Tor T TR2 R, (t) R, i.OzL > (149)

kde R, l..OZL =0a,v, (t) =R I, (t) = H R uL(t)’ OHT = H rXL (t)’ I (t)’ rZL (t): OHTje rozsifeny
vektor rychlosti bodu L zapsany v homogennich soutadnicich prostoru R, . V dalSich zapisech

Cas opét uvadét nebudeme. Derivaci transformaéni matice mizeme zapsat nasledujicim
zpuisobem

TR2 R = TR2 R, VR2 R (150)
kde matici
VRZR, =TI;21R, TRZR, (1s1)

nazveme matici rychlosti. Po dosazeni za T,;ZI x 2rov. (148) a po nasledném derivovani
dostaneme

—1 —1 .
SRZRISRZRI > SRZRI rWo,

0,

SR2R| > rUo,

0, 0

-1
SRle ? _SRzRI Rluoz

0, 1

(152)

Ry R,

Podobné jako v rov. (150) pro transformacni matici, mizeme pro matici smérovych kosinli
psat
SRZR, =SR2R, QRZRI (153)

kde
ka R, :S;elle SR2 R, (154)

je matice uhlové rychlosti. Je to matice antisymetrickd nebo také polosoumérnd, protoze
Q;Z r =~ p a singularni, nebot’ jeji hodnost je mensi neZ jeji fad. Pozd€ji uvidime, rov.
(173) arov. (198), Ze této matici prislusi vektor uhlové rychlosti ®,,. Protoze S, , SZZ g =1,
Je matice S, , ortogonalni a plati S; R = S;Z x - Rov. (149) muzZeme potom zapsat
nasledovné

RYL =TR2R| VRZR, &, Yo,1> (155)
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kde matice rychlosti je s pouzitim rov. (154)

T .
QRZR, > SR2R| r Uo,

156
0. 0 (156)

RZR] :‘

Dosadime-li do rov. (155) za jednotlivé matice vyrazy kterymi jsou urceny, tedy rov. (137),
rov. (156) a vektory vyjadiime v homogennich soutadnicich, dostaneme

S

T .
kak, > SRle r Uo,

0, 0

RZ uOZL —

| =

UL

Ry Ry 2 Rluoz
R, VL
' 0

0, 1

T .
SRle QRZR, SRZRI SRZR, r Uo,

0 0

& Uo,r

= (157)

T .
SRle QRZR, R Uo,L +SR2R1 SRZR, & Yo,

0

Po ptfepsani do homogennich soufadnic dostaneme pro rychlost bodu L télesa spojené¢ho
s prostorem R,, L € T =3 v prostoru R, vztah

rRUL =SR2R, QR2R| %o, R Uo, > (158)

kde ,u, jerychlost pocatku O, soufadnicového systemu R, v R,.

4.2.2 Zrychleni bodu télesa

Rovnici (149) je urcena rychlost bodu L. Casovou derivaci této rovnice, pouzijeme opé&t
oznacené Casove funkce, ziskdme vztah pro zrychleni bodu

R (t) =V (l) = TRZ R (t) & Yo,L "'TR2 R, (t) R, i.OzL , (159)

kde opét . f,, =0 a pa, (t): ||R1iiL7 0 ”T = ”leéL (t) s mL (t) > RIZL (t) 0 ”T je rozsifeny
vektor zrychleni vyjadfeny v homogennich soufadnicich prostoru R,. Derivaci rov. (150)
ziskame

TRZ R = TR2 R, VR2 R T TR2 R, VRZ R (160)

v . o . * _ . o . , o . b o~ . o .
Ozna¢ime-li matici V, , =A, , jako matici zrychleni a matici Q, , =3, , Jako matici

uhlového zrychleni, mizeme rov. (160) upravit s pouzitim rov. (150) na nasledujici tvar

TR2 R = TR2 R, VR2 R, VR2 R T TR2 R, AR2 R = TR2 R, (V;2 R T AR2 R, )a (161)
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kde matice zrychleni je urcena derivaci rov. (156)

2 T . T ..
HQRle ? SRle Rluoz +SR2R1 Rluoz (162)

0, 0

Potom mizeme po dosazeni do rov. (159) vyjadrtit zrychleni bodu L, jiz opét bez oznaceni
Casové zavislosti, vyrazem

RAL = TR2 R (Vli gt ARZ R, ) &YYo, > (163)

kde jesté potrebujeme vyjadfit matici zrychleni a kvadrat matice rychlosti. Pro Upravu matice
zrychleni ur¢ime nejdiive derivaci S;Z x, tak, Ze pouzijeme rov. (154), ve kter¢ nahradime

-1 _ QT
Sk =Sk @dostaneme

QRZRl = SIT€2R, SRZR, . (164)
Po transpozici dostaneme rovnici
QJTeZR, =SIT?2RI SRZRlﬂ (165)

kterou vyndsobime zprava matici S}, , a dostaneme
24
T T &r T QT
QRZR, SRZR, = SR2R| SRle SRZR, _SR2R| . (166)
%K_J

I

Po dosazeni do rov. (162), s tim, 7e Q rr = g r J& podle pozndmky u rov. (160), matice

uhlového zrychleni, dostaneme matici zrychleni ve tvaru

~ T T . T ..
Sror o QRZR, SRZR, r Uo, +SR2R, r Uo,

167
0. 0 (167)

Ry Ry

Pro vyjadfeni kvadratu matice rychlosti pouzijeme rov. (156), podle které¢ miizeme psat

S pouzitim rov. (167) a (168) vyjadiime soucet matic v zavorce v rov. (163), s tim, ze podle

T .
QRZRl > SRZR, r Uo,

0, 0

T .
kak, > SR2R| r Yo,

0, 0

2 T .
QR2R| > QRZRISRZR, r Uo,

0, 0

2
RZ Rl -

(168)

poznamky u rov. (154) je Q,Cz g =— € p adostaneme [4] Gplnou matici zrychleni ve tvaru
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2 ~ T . T . T .
X — QRZRI +\5R2R1 ? QRle SRZRI Rlu02 _QRle SRZRI RIuOZ +SR2RI RIuOZ
RyRy ™
0, 0
2 ~ T ..
— Ry Ry +\SR2RI ’ SRzRI Rluoz
0, 0

Rov. (163) mizZeme potom pouZitim Uplné matice zrychleni zapsat zkracené

~

RAL = TRZ R ARZRl & Yo,L

a po provedeném ndsobeni dostaneme pro zrychleni kone¢ny vyraz

2 ~ T .
SRz R (QRzRI +‘SR2R| ) ? SRz RISRZRI RIuOZ

2 ~ T ..
QRZR, T Sr,R o SRZR, & Wo,

0, 0

RR > R UWo,

0, 1

rYor =

RAL

I &YYo =

0, 0

2 ~ ..
SRle (QRzRI +\§R2R1)’ Rluoz
0, 0

Yo, -

(169)

(170)

(171)

Vektor zrychleni vrov. (171) je vyjadfen v rozSifenych, homogennich, soufadnicich

v

T .
RAL = H g, 0 H . Rov. (171) ma v neroz$ifenych soutadnicich tvar

R R ) & Yo, TrUo, -

A

. 2
rRUL = SRzR, (QRzR, +

(172)

Rov. (172) a (158) vyjadiuji vektory zrychleni a rychlosti bodu L télesa T spojené¢ho

v

s prostorem R,, ktery se pohybuje v prostoru R, vyjadiené v nerozSifenych soufadnicich

prostoru R,. RozSifeni uvedenych vztahti na libovolny pocet prostorii je formalné jednoduché,
nebot’ staci vytvorit dalsi analogické transformacni vztahy a zacClenit je do stavajicich rovnic.
U rov. (154) jsme uvedli, ze matici ahlové rychlosti €, , =, pfislusi vektor

Ghlové rychlosti ®,,. TotéZ plati i pro matici Ghlového zrychleni 3, , = 3,,, kter¢ pfislusi

vektor zrychleni o,, . Témto maticim mizeme pfifadit vektory thlovych rychlosti a thlového

zrychleni nasledujicim zptisobem

0, Wy, 5 Wy, W1,
Q,, @5y > 0, @y, [, kde @, =@, ||,
a)2|y 4 a)le 4 O (DZIZ
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0 > 0y aZIy oy

Sy = s s 0, — 0y, |, kde a,, =la,,,|I, (174)

nebot’ sta¢i prondsobit rovnici Q,, r =®,, xr, podobné i pro zrychleni a ziskdme slozky
vektorll @, @ v maticich thlové rychlosti a thlového zrychleni.

V dalsim vykladu uvedeme nékolik ptipadi pouziti vylozené teorie. Jedna se o
jednoduché piipady, které bychom mohli velmi dobfe feSit méné naroénym postupem, avsak
pro aplikaci vylozené teorie jsou vhodné.

Piiklad 10
Urcete rychlost bodu L télesa T rotujiciho kolem osy x, konstantni thlovou rychlostie, obr.

67, jestlize je dana poloha bodu L [0, &VLo RZZLJ a thlova rychlost w,, = konst.
Zavedeme zakladni nehybny prostor R,, ve
kterém chceme rychlost urcit a prostor R,, ktery
spojime s télesem 7. Oba prostory maji spolecny
pocatek Q. Poloha bodu LeT v prostoru
R, = (ch ,C,, 2c3), rotyjiciho  kolem osy
x,=Xx,, je urCena jeho soufadnicemi, takze
s pouzitim homogennich soufadnic miizeme psat

& YL :HRZUUIH = Hoa RYL> RZL> IHT , (175)

kde  v,, z, Jsou dan¢ hodnoty, ktere pro
zjednoduSeni zapisu preznacime v dalSim vykladu
na ,y,, ,z,. Pro feSeni si pfipravime potiebné
matice. Matice smérovych kosinit méa podle rov.
(134) tvar

1, 0, 0
Sgr =0, cosQ, , —sing, |. (176) Obr. 70 Rotace télesa T
0, sing, , cosQ,,

Pro transformaéni matici podle rov. (137) plati

1, o0, 0, 10
|
r o _[Ser s ava|_| 0. cospu . —sing, .0 (177)
R R 0 , 1 0 5 Sin(le s COS(le s : 0
0, O, 0, I

Matice uhlové rychlosti je podle rov. (154)
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1, 0, 0 0, 0, 0 0, 0, O
QRZR, :SJTeZR] SRZR, =] 0, cos@p,, sing, 0, —sing,, —cos@, | ¢, ={0, 0, —1|@, .
0, 1, O

(178)
Nyni miizeme podle rov. (156) urc¢it matici rychlosti. V nasem ptipad¢ je polohovy vektor
& Up, =0 aproto dostaneme

2

0, sing,, cosg, | (0, cosgp, , —sing,,

b

Q S?

Ry R, > Ry Ry Rluoz —

0, 0 P =Dy, Pa (179)

RZR] z‘

kde matici Dy, ) nazveme [4] maticovym diferencidlnim operatorem, ktery urCuje rotacni

pohyb kolem osy x, = x,. Zavedeni matice D usnadiiuje vypocCty, nebot’ umoziiuje formalné
nahradit slozitou strukturu hypermatice s derivaci jednoduchou ¢tvercovou matici. Rychlost
bodu LeT prostoru R, vzhledem kprostoru R, miZeme podle rov. (155) vyjadfit
nasledujicim vztahem

YL :TRZR, VRZRl & Yo, :TRZR, D(szI)(le Yo - (130)
Po dosazeni za jednotlivé matice dostaneme
1, 0, 0, ofyo, o, 0, O 0 0
_ 0, cosg,, —sing,, 0|0, 0, -1, Of ITrYe Sin(DZI_RzZL COS @y,
AR 0, sing,, cosp,, 0|0, 1, 0, O Par RZJZ/L - R, YL COSPy—p Z) sin @,,
0, 0, 0, 1o, 0, o0, 1 fo =t 0
(181)
Pro ¢,, =0 je
0
— Z .
WV =| (182)
YL P
0

Protoze se jedna o jednoduchy piipad rotace, je ovéieni vysledku podle obr. 70 ihned ziejmé.

Piiklad 11
Urcete rychlost bodu Z ramena robotu [4], jestlize je dano r, h(t), (z), 9(¢), x(z).

Situace je zndzornéna na obr. 71, ktery zachycuje bod L ramena 4 v obecné poloze. Pro
zlepSeni prehlednosti je v obrazku vyznacena pouze baze jednotkovych vektorii zékladniho
nehybného prostoru R,. Rameno 4 ma ti1 stupné volnosti. Kromé zakladniho prostoru R,

zavedeme dal$i pomocné prostory R,, R),R,,R,. Polohovy vektor bodu L vyjadieny

v maticovém tvaru v prostoru R, je
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YL = TR2 R,

TR% Ry

TRs Ry

TR4R3 Ry :TR4R1 rYL -

(183)

Pro dalsi postup musime urcit polohovy vektor vodu L a jednotlivé transformacni matice.

Polohovy vektor vyjadreny v prostoru R, v homogennich soufadnicich mé tvar

o =[r,0,0,1]" .

Matice smérovych kosinil rotacnich pohybti 43 a 21 jsou

cosd, O,
Spr(@)=] 0, 1,
—singd, O,

a jim piislusné transformacni matice maji tvar

cosQ,

RyRy —

cosQ,

sing,
R, R
21 1,

Matice smérovych kosinit S, , a
312

Sk Posuvnych pohybld 32 a
22 jsou jednotkové, takze
muzeme psat
I, 0, O
Ser =Sk =0, 1, 0] (187)
0, 0, 1

0, sing, | 0
|
1, 0, 10
0, coso, i 0
0, 0, |1
—sing, 0,0
|
cosp, 0,0
0, 1,10
0, 0,11
(186)

sing cosp, —sing,
0 , SRZRI(Q’): sinp, cosp, 0
cos9 0, 0,
71,7y 57 %3

x(t)

Y,

(184)

(185)

Y3 Y4

88

(188)

2
Y2
h
Yi
A6
| 7771 e,
0,=0, ]
e 00
X
Obr. 71 Rameno robotu
0, x 1, 0, 0,0
| |
0,0 0, 1, 0,,0
Lio|” ®®Tlo, 0, 1,1k
0,11 0, 0, 0,11



Celkova transformacni matice T, , je podle rov. (183) urfena souinem dil¢ich

transformac¢nich matic. Postupnym nasobenim dostaneme

Spr» 1 Xcos@| [cospcos3, —sing, cospsing, | xcose
| |
I xsin sin@cosd, cosp, sinesing, | xsin
TR4R| = i h (p = (p (p (p : (p H (189)
, —sinQ, 0, cosd, | h
0,0,0,1 1 0, 0, 0, 1 1

kde S; ; je celkova matice smérovych kosind, kterou miizeme také ziskat soucinem dil¢ich
S

vektor bodu L vyjadreny v zdkladnim prostoru R, v homogennich soufadnicich

matic Sy » =Sz ¢ Spr Sk Sk g - Dosazenim rov. (189) do rov. (183) dostaneme polohovy

(x +rcos$)cose

R xL ( .
‘ X+ rcos9)sing

R LECT h—rsin9 (190)
RZL 1

Rychlost bodu L mlZeme urcit bud’ pfimou derivaci rov. (190) nebo pouzitim matice rychlosti
Vi, uvedené v rov. (156).

Vypocet piimou derivaci
Derivaci rov. (190) dostaneme

R Vi ()'c—r95in9)c05(p—(x+rc059)sin(pgb
. R VLy ()'c—rgsin{})singo+(x+r0059)cosgo(p
rRYLTRIL = = . . (191)
R VL: —rcosd 9

0 0

Vypocet pomoci matice rychlosti
Rychlost bodu L je urcena rov. (155), kterou pro nas feSeny ptiklad pieznaCime, tim, ze pro
zjednoduseni zavedeme podle obr. 71 r,, =r, na tvar

YL TR4 R, VR4 R RYL > (192)

kde matice rychlosti, rov. (156), je

AQy =S Ser - (193)

Po provedeni derivace a transpozice matice smérovych kosintl z rov. (189), nezapomeiime, ze
-1 _ QT
Sk & = Sg, r » dostaneme

&9



cosp cosd, sing cosd, —sing
Sk.x =| —sing, cosQ, 0 : (194)
cose sind, sing sind, cosY

—@sing cosd—9cosp sind, —@cosp, —@sing sin9+IJcose cosI
S,M = pcosp cosd—9sing sind, —@sing, @cosp sind+Ising cosI | . (195)
—90058, 0, —9sin9

Po dosazeni do druhého vyrazu na praveé strané€ v rov. (193), miizeme vyjadiit, viz rov. (154),
matici thlové rychlosti

0, —(pCcosY, 9
Qg z =|pcos, 0, @sind| . (196)
-9, —@sing, 0

Vidime, Ze matice uhlové rychlosti € , je podle poznamky u rov. (154) skute¢né matici
antisymetrickou. Pro vyjadfeni soucinu transponované matice smérovych kosinti a derivace
nerozsifeného polohového vektoru pocatku O, , ktery je

U0, =Sgr »Wo, =Sg x| X 0, h||T =||xCOS(p, xsing, h " (197)
ur¢ime nejdiive derivaci polohového vektoru
XCOSQ—X@sing
rUp, =|XSIN@+xpcosp|l . (198)
0
Potom po pronéasobeni rov. (194) a (198) dostaneme
XcosQ
SQR, xUo, = xXQ . (199)
xsin$
Konkrétni tvar matice rychlosti dostaneme po dosazeni do rov. (193)
0, —@pcos9, 9, i xcosd
. . . | .
. ¢c0§9, .0., @sing, | x'go (200)
o -3, —@sing, 0, | xsin9
_______________________ ’______
0, 0, 0, | 0

Nyni miizeme dosadit do rov. (192) a po postupném prondsobeni matic dostaneme nejdiive
dil¢i soucin
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xcosd

rQcosI+x¢ 201)

\Y% u, = .
R, R, R L . .
A —7r3+xsing

0

kde vektor ,r, je urCen rov. (184) a posléze celkovou matici vektoru rychlosti
v homogennich soufadnicich
()'c—r 9 sinS)COS(p—(x+r cosS)sin(p [0)
()'c—r 9 sinS)sin(p+(x+r cosS)COS(p [0)
—rcosd 9
0

rRYL ™ TR4 RIVR4 A A

, (202)
kterou je urcena rychlost bodu L. Porovnanim s rov. (191) vidime shodu obou vyrazu.

Piiklad 12
Urcete pohyby ¢lent univerzalniho Hookeova kloubu [4] v zavislosti na poloze hnaciho ¢lenu
2, je-lidano h, a, w,, = konst.

€41
03,,X[>X5,X3,X /
32 1> £l 3 4 (P41

€
1€3
> Z1,Z,,05

1% ’
/.

A

/o &

O043:¥35Y4 K
€

Obr. 72 Hookeuv kloub

Reseni Hookeova kloubu, ktery je znazornén na obr. 72, jsme jiz provedli pomoci
vektorové analyzy a nyni ukaZeme postup pii pouZziti maticové analyzy. Uvazujeme podle
obr. 72 kloub s mimobéZnymi osami o,,, 0,, a sriznob&znym kiizem s osami o,,, 0,, ve
vychozi poloze, kterd je na obrdzku vyznacena. Pti premisténi kiize tvotené¢ho Clenem 3,
dojde k nasledujicim pohybtim. Clen 2 se oto¢i o thel ¢,,, ¢len 3 se vzhledem ke ¢lenu 2
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oto¢i o thel ¢,, a posune o délku £,, a rovnéZz vzhledem ke ¢lenu 4 se otoci o thel ¢,; a
posune o délku n,, a €len 4 se oto¢i a posune o miry ¢,, a ,,. Situace je znazornéna na

obrazku. PouZitim rozkladu pohybu pro ¢len 4 ve tvaru 41=43+32+ 21 ziskame nasledujici
maticovou rovnici mechanismu tvofenou transformacénimi maticemi

T,=T, T, T, . (203)
Jednoduchy postup feseni spociva v tom, Ze rovnice pro nds piedstavuje identitu, takZe matice

na obou stranich rovnice vyjadiime samostatné a jejich vzdjemnym porovnanim ziskdme
skalarni rovnice pro urceni veli¢in popisujicich pohyby jednotlivych ¢lenti.

Pohyb 21
Pohybem 21 je rotace 2 kolem osy o,,, kterou vyjadiime transformacni matici
Xy, 9, X1
cosp,,, —sing,, 0, i 0
1 |
T21(q)21): Smo(fﬂ ’ Coi)(l”y , (1): i g , (204)
o0, 0, 0,11

kde submatice vyznaCend carkované je matice smérovych kosini ziskana podle
schematického obrazku vpravo u rov. (204).

Pohyb 32
Pohyb 32 je sloZen zrotace ¢,, Clenu 3 kolem osy o,, a zposuvu &,,podél této osy.

Vyjadiime ho proto soucinem dvou dil¢ich transformacnich matic, pfipomeneme si, Ze na
poradi matic pfi ndsobeni nezélezi

T, (532’ (P32) =Ty (532 )T32R (@32) ) (205)

kde index P oznauje posuv a index R rotaci. Po sestaveni dil¢ich transformac¢nich matic,
carkované jsou opé€t vyznaceny matice smérovych kosinti, dostaneme

1, 0, O, i EL T, 0, 0, i 0
T32 (§32’ q)32): 0, 1, O,E 0 0, COS(pn, _Sin(p”’ i 0 =
0, 0, 1,! 0|0, sing,,, cosep,, |0
0, 0, 0,/ 1|0, o, 0, 11
1, 0, 0, L&y
|10, cosgs,, —sin(p32,i 0
B 0, sing,,, co0sQ;,, i 0|
r
|

(206)

kde opét submatice smérovych kosinll urcujici rotaci ¢, je ur€ena na zakladé schematického
obrazku u rov. (206).
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Pohyb 43
Pohyb 43 je opét slozen z rotace ¢@,; €lenu 4 kolem osy o,; a z posuvu 7n,; podél této osy.

Podobné jako v ptedchéazejicim piipadé vyjadiime tento pohyb soucinem transformacnich
matic

T, (7743 s Py3 ) =Tp (7743) Tz ((P43) ) (207)

kde indexy P, R maji stejny vyznam jako v rov. (205). Po sestaveni dil¢ich matic a jejich
nasobeni dostaneme

T, (7743 > Py3 ) =

(208)

Submatice smérovych kosinil, neboli submatice pootoceni je opét urcena podle schematického
obrazku u rov. (208).

Ur¢ili jsme transformacéni matice dil¢ich pohybl na pravé stran¢ rov. (203) a mizeme
pfistoupit k ur€eni transformacni matice na levé strané.

Pohyb 41
Pohyb 41 je slozen z rotace ¢,, ¢lenu 4 kolem osy o,, a z posunuti £,, podél této osy. Clen 4

se nejdiive ze zdkladniho prostoru R, posune a nato¢i o predepsané miry 4, o do své vychozi
polohy, ze které se pfemisti do obecné polohy zminénou rotaci ¢, a posunutim &, .

Premisténi clenu 4 ze zdkladni do obecné muzeme vyjadfit soucinem jednotlivych
transformacnich matic

T4| (h’ a, C4I’ (p41) = T4IP (h) T4IR (a) T4IP(C4I) T4IR ((p41) ’ (209)

kde symbolika znaceni je stejnd jako v pfedchozich rovnicich. Sestavime jednotlivé matice a
provedeme dil¢i souciny

0 |||cosep,,, —sing,,

1, 0, O,
I
0, 1, 0,} 0 ||sing,, cose,,
T,» (541) T,z ((P41 ): 0. 0. 1 i 4 4
I

, 0, 1,1¢, 0, 0,
0, 0, 0,1 L[] 0, 0, 0,
cosp,,, —sing,, 0,1 0
sing,,, cosg,, O, i 0
B O, 0, 19 EC41 ’
0, 0, 0,11

(210)



kde yl(“) na schematickém obrazku vpravo u rov. (210) pfedstavuje soufadnicovou osu y,

otocenou kolem osy x, o uhel a. To samé plati i pro jednotkovy vektor 1e(z"‘). Dalsi dil¢i
soucin tvofi prvni dvé matice na pravé stran¢ rov. (209).

Z4
1, 0, 0,;0]|1, 0, 0, 10 163 o
| |
0, 1, 0,,0](0, cosat, —sina, |0 Z
T hT,.la = e
w0, 1ol o, sina. _cosa, |0 -
0, 0, 0,1 1[0, o, 0, 11| ey \ 4€
1, 0, 0, h
. ' Ya
B 0, cosa, —sina, |0 Y,
B 0, sina, cosa, iO ’
0, O, 0, 11
(211)

kde submatice smerovych kosintli je opét ur€ena podle schematického obrazku. Pronasobenim
rov. (210) a (211) dostaneme vyslednou transforma¢ni matici T,,, kterd mé nasledujici tvar

: |
cosQ,,, —sing,,, 0, | h
cosa sing,,, cosa cosgp,,, -—sina, | —{, sina 212)
= |
sina sing,,, sina cosg,;, cosa, | &, cosa
______________________________ (AL
0, 0, 0, ! 1
Po provedeni soucini na pravé strané rov. (203) dostaneme
: |
COS (P, COSPy3 — . COS Dy, SINPy3 + | §3, COSPy —
. . . —Smae,, CosQ,, , . . : .
—SINQ,, SINQ;, SINP,;, T SINQ,, SMP3, COSPy; ! T Ny3 SINQy, COSP5,
|
SN, COSP,; + SINQ,, SN P, — | Eyp8ing,, +
T, = ) ) COSQ,, COS s, , . !
T COSQ,y, SINQ;, SINPy;, — COSQ,, SIN Pz, COSPy;5, | 145 COSP,; COSPs,
!
|
—COSQ5, SINQP,; , SIngQs, , COS (D5, COSP,5 | ~ Ny SINQ,
0, 0, 0, ! 1
(213)

Porovnanim jednotlivych ¢lentt matic v rov. (212) a (213) ziskdme nasledujicich dvanact
transcendentnich rovnic

COS Py = COS Py COS Py — SINPy, SINQ3, SINPys (a)
SinQ,, = SinQ, cosQy, , (b)

0=cos@,, sinQ,,+sing,, sing,, cosQ,; , (c)

CoS QL SinQ,, = SINQ,, COSP,; +CoSs P, SinQ,, SinQ,; , (d)
CoS QL COS P, = COS P, COSPy, , (e)
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—sino =SinQ,, SinQ,; —cos Q,, SinQ;, cosP,; , €3]

sino SinQ@,, = —cos @y, SinQ,; , (2)

sina cos @, = sin@;,, , (h)

COSQL = COS Py, COS P,y (ch)
h=E&,,cosQ,, —1,;sing,, cose,, , (1)
—C,, sina =&, Sing,, +1,, COSQ,, coSP;, , ()
C, cosa =-n,,sing,, , (k)

(214)

pro Sest neznamych ¢,,, &5, @4, Nys»> Q4> &4 Pl daném Uhlu natoceni ¢,, €lenu 2. Prvnich
devét rovnic v soustaveé (214) nalezi submatici smérovych kosinit S, transformacni matice
T,, , které reprezentuje tfi otoCeni. Proto pouze tfi z nich jsou nezavislé.

Z rovnic (b) a (e) dostaneme

I8¢, =18 ¢, cosa , (215)

z rovnic (e a (h) mame
18y, =18 COSP,, (216)

a posléze z rovnic (g) a (h) ziskame
SINQy; =—1g Py 18 P3; = —SINQy, SINA . (217)

Tim jsme ziskali natoceni jednotlivych ¢lenli. Po dosazeni za uhly pootoc€eni do rov. (1), (j),
(k) ziskdme posuvy &.,,1,;, &, jednotlivych €lenil 1 jejich extrémni hodnoty. Prostorovy

pohyb vnitiniho ¢lenu 3, ktery tvofi kiiZ Hookeova kloubu, popisuje transformacni rovnice
T,=T, T, . (218)

Po dosazeni za dil¢i transformacni matice na pravé strané¢ zrovnic (204) a (205) a po
provedeném soucinu, dostaneme matici vyjadiujici pohyb 31 v nasledujicim tvaru

COSQ,,, —SINQ, COSPy,, SN, singy,, i E52 COSPy,
T | S0 €080 C0805,  —COSPysings; ) Lgsingy | (219)
0, sIneQ;, , CO8Q;, , : 0
0, 0, 0, 'T 1

kde posledni sloupec piedstavuje soufadnice stfedu kiize v roviné x, y,, obr. 72, ktera je
soucasti prostoru R, spojeného se ¢lenem 2. Stejné jako u vektorové analyzy, je mozné i zde
fesit specialni ptipady, které maji v technické praxi vEétsi vyuziti.
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